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Введение
§1. Постановка задачи. Обзор литературы
Движение одного тела по поверхности другого может принимать очень разный харак-
тер в зависимости от свойств поверхностей обоих тел. В общем случае обе поверхности бу-
дут противодействовать движению с некоторым сопротивлением трения; его сила зависит
от шероховатости поверхностей. В зависимости от степени шероховатости возникают два
крайних случая: когда обе поверхности абсолютно гладкие, так что трение вообще отсут-
ствует, и когда они абсолютно шероховатые, так что какое-либо скольжение исключается,
а соответствующие друг другу элементы пути, пройденного обоими телами, всегда совпа-
дают друг с другом. В первом случае движение называют скольжением, во втором — каче-
нием. В дальнейшем мы будем более внимательно рассматривать только эти два крайних
случая: движение скольжения и движение качения. При этом, в отличие от всех преды-
дущих работ, мы не будем ограничиваться тем случаем, когда одно из двух тел находится
в состоянии покоя; мы рассмотрим также и тот случай, когда оба тела перемещаются в про-
странстве, осуществляя одновременное скольжение или качение друг относительно друга.
При этом сначала мы укажем общие формулы, которые описывают интересующее нас дви-
жение, а затем перейдем к исследованию отдельных особых случаев.
В сущности, в данной работе мы уточняем ряд общих результатов, полученных для
движения скольжения и качения профессором Карлом Нейманом в его недавно опублико-
ванной работе1, а также обращаемся к некоторым особым случаям. Методы исследования
тоже восходят к вышеуказанной работе. Они состоят в том, что при исследовании движения
мы применяем дифференциальные уравнения Лагранжа второго рода, содержащие пять пе-
ременных. Для того чтобы записать эти уравнения, необходимо прежде всего найти живую
силу движения2. В интересующем нас случае ее проще всего получить, воспользовавшись
некоторыми геометрическими законами, по которым происходит сложение и разложение
бесконечно малых движений твердого тела. Профессору Карлу Нейману удалось придать
этим законам форму, удобную для применения в механике.
Вкратце эти законы перечисляются в § 2 нашей работы; начало же параграфа посвя-
щено описанию системы обозначений, необходимой в дальнейшем.
Далее в первой главе мы излагаем общие рассуждения о движении качения и сколь-
жения. Прежде всего в § 3 мы выводим формулу для живой силы движения, исходя из
только что указанных геометрических соображений. Затем в § 4 выводятся дифференци-
альные уравнения динамики. Как уже отмечалось, в этом качестве мы воспользуемся диф-
ференциальными уравнениями Лагранжа второго рода. В случае движения скольжения,
когда результат не зависит от выбранных нами переменных, вывод этих уравнений не вы-
зывает затруднений. Иначе обстоит дело для движения качения, при наличии условных
уравнений3, даже — как мы увидим в дальнейшем — в форме линейных дифференциальных
уравнений. Поскольку в этом случае почти ни в одном учебнике по механике уравнения
Лагранжа не выводятся, мы считаем необходимым подробно объяснить, как они возни-
кают.
1C.Neumann. Grundzu¨ge der analytischen Mechanik, insbesondere der Mechanik starrer Ko¨rper //
BGWL, 1887, vol. 39, p. 153–190.
2Так раньше называли кинетическую энергию. — Прим. ред.
3Так раньше называли уравнения связей. — Прим. ред.
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Во второй главе мы применяем полученные формулы к случаю, когда оба тела имеют
форму шара. Для движения качения (§ 5) мы будем предполагать, что одно из тел находится
в покое. Обсуждая движение скольжения (§ 6), мы сочли целесообразным ввести другую
систему переменных, отличную от использованной ранее, так как это позволит нам найти
очень элегантное решение задачи, почти не прибегая к вычислениям.
В обоих случаях мы прежде всего решаем нашу задачу в предположении, что на части-
цы шаров действуют определенные силы притяжения, которые подчиняются закону Нью-
тона. Затем мы более подробно исследуем движение шара под влиянием силы тяжести,
создаваемой внутренней поверхностью покоящегося полого шара; при этом мы получим
интересный результат, состоящий в том, что в случае качения шара его движение будет
тесно связано с движением некоторого гироскопа сферической формы, а в случае скольже-
ния — с движением некоторого сферического маятника.
В третьей главе рассматривается другой особый случай: мы будем предполагать, что
одно тело вырождается в горизонтальную плоскость, а другое — в плоскую поверхность,
в частности, в однородный круг. Из сил, действующих на тела, остается только сила тяже-
сти. Мы не будем исследовать этот случай, выполняя предельный переход в общих фор-
мулах, а выведем необходимые нам формулы заново и непосредственно. Прежде всего мы
найдем живую силу движущегося тела, для чего вновь воспользуемся геометрическими со-
ображениями, а это сразу позволит нам записать и дифференциальные уравнения динамики
(§ 8). Затем, в § 9, мы более подробно рассмотрим движение качения, а в § 10 — движение
скольжения круга. Как выяснится, в обоих случаях движение будет периодическим. Более
того, в последнем случае задача сводится к квадратурам.
Что же касается литературы, посвященной данной теме, то ее подробное описание
не кажется нам необходимым, поскольку д-р Макс Рихтер предоставляет очень полный
и основательный обзор соответствующих работ в своей недавно опубликованной диссерта-
ции «О движении тела по горизонтальной плоскости» (M.Richter. U¨ber die Bewegung eines
Ko¨rpers auf einer Horizontalebene. Leipzig, 1887).4 Из самых последних изданий к этому
списку следует добавить только уже упомянутую во введении работу профессора Карла
Неймана, которая и послужила непосредственной причиной к появлению данного иссле-
дования; заодно отметим, что мы по возможности старались сохранить принятую в ней
систему обозначений. Впрочем, мы позволим себе сделать несколько замечаний о методах,
использованных в более ранних работах.
В большинстве работ в качестве дифференциальных уравнений динамики использу-
ются уравнения Лагранжа первого рода или дифференциальные уравнения Эйлера, опи-
сывающие вращение; как правило, эти уравнения частично преобразуют, приспосабливая
к конкретной задаче. В этом отношении особенно интересна работа Функе5, где автор вы-
писывает модифицированные уравнения Эйлера для задачи о движении качения и с их
помощью проводит элегантное, наполовину геометрическое исследование качения шара по
другому шару или по горизонтальной поверхности.
Однако применение вышеупомянутых дифференциальных уравнений динамики в об-
щем случае сопряжено с некоторыми трудностями, прежде всего потому, что в эти формулы
всегда входят (к тому же неизвестные по величине) силы сцепления, описывающие прилипа-
ние поверхностей друг к другу. Это затруднение можно преодолеть, обратившись к диффе-
4Кроме того, мы всегда будем указывать более ранние работы, посвященные каким-то отдельным
задачам; по крайней мере, те работы, которые доступны для нас и нам известны.
5Funcke, Zur Theorie des Rollens (Diss. Go¨ttingen, 1869).
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ренциальным уравнениям Лагранжа второго рода. При этом в качестве переменных можно
выбрать две из трех координат ξ, η, ζ центра тяжести движущегося тела в неподвижной си-
стеме координат, а также три угла, определяющие направление главных осей инерции тела;
заметим, что одна из трех переменных ξ, η, ζ исключается из первоначального выражения
для живой силы, поскольку поверхность движущегося тела всегда касается поверхности
покоящегося тела в одной точке. Именно так исследовали интересующую нас задачу Ам-
тор6 и примкнувший к нему Пипер7, но только для скольжения, когда вышеупомянутые
переменные не зависят друг от друга. Впрочем, очень часто исключение переменной, о кото-
ром мы говорили, провести довольно сложно, из-за чего данный метод подходит лишь для
отдельных особых случаев (с одним из которых мы познакомимся позднее в § 6). В случае
качения он не годится, прежде всего потому, что возникающие при этом движении условные
уравнения, когда их записывают с помощью вышеупомянутых переменных, в общем слу-
чае приобретают очень громоздкий вид. Насколько нам известно, во всей предшествующей
литературе этот метод применялся к движению качения только один раз, в работе Рауса8,
для исследования особого случая, а именно — для качения шара по наклонной плоскости
под действием силы тяжести; в этом особом случае можно подобрать систему координат
так, что решение оказывается очень простым.
Именно профессор Карл Нейман9 впервые поставил вопрос о применимости дифферен-
циальных уравнений Лагранжа второго рода к интересующей нас задаче в общем случае,
причем он ввел другие координаты, подобранные специально для данной задачи. Предста-
вим себе, что на оба тела «натянуты» два семейства кривых; тогда, задавая параметры этих
кривых в точке мгновенного касания обоих тел, мы полностью определим положение тел
с точностью до возможного поворота вокруг их общей нормали, проходящей через точку
касания. Вводя соответствующую пятую переменную, мы устраняем и эту неопределен-
ность; в целом мы получаем пять переменных, которые не зависят друг от друга в случае
скольжения, а в случае качения связаны друг с другом двумя простыми условными урав-
нениями. Если же считать, что движутся оба тела, то указанные пять переменных задают
только относительное положение обоих тел, тогда как абсолютное положение одного из
двух тел можно будет определить, вводя еще шесть независимых переменных.
§2. Обозначения. Некоторые законы кинематики
Прежде чем мы займемся собственно решением задачи, необходимо условиться о си-
стеме обозначений.
Для того чтобы отличать тела друг от друга, нам понадобятся верхние индексы 1 и 2,
соответствующие выражению «первое и второе тело». Массу мы будем обозначать через M ,
а три главных момента инерции через M1, M2, M3. Далее мы введем абсолютную непо-
движную систему координат xyz; в этой системе координат координаты центра тяжести те-
ла равны xσyσzσ. В дальнейшем мы будем использовать еще две системы координат ξ1ξ2ξ3,
совпадающие с системами, построенными по главным осям инерции рассматриваемых тел.
Обозначим через π1π2π3 координаты точки касания обоих тел в этих системах координат.
6Amthor, U¨ber die Bewegung eines Ko¨rpers auf einer krummen Fla¨che (Diss., Leipzig, Teubner, 1868).
7Piper, U¨ber die Bewegung eines Ko¨rpers, dessen Oberﬂa¨che eine im Raum feste Curve beru¨hrt (Diss.,
Dessau, 1879).
8Routh, Elementary Treatise on the Dynamics of a System of Rigid Bodies (4 Ed., 1883), p. 327.
9Grundzu¨ge der analytischen Mechanik, Zweiter Artikel, § 16.
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Кроме того, мы будем предполагать, что на поверхностях обоих тел заданы системы ор-
тогональных координат v, w. Еще две системы координат, по одной для каждого тела,
можно ввести в точке касания. При этом у каждой из них две оси можно совместить с ка-
сательными, проведенными к кривым w = const и v = const в точке касания тел, выбрав
положительное направление осей в сторону возрастания параметров v и w; тогда третья
ось задается направлением нормали, проведенной в точке касания, причем для первого те-
ла мы выберем внешнюю, а для второго — внутреннюю нормаль. Оси и координаты в этих
двух системах мы будем обозначать символами v, w, n или, в другом порядке, n, v, w.
У обеих систем координат ось n — общая, поэтому они могут вращаться друг относительно
друга только в одном определенном направлении; соответствующий угол поворота мы бу-
дем отсчитывать от положительного направления оси v(1) к положительному направлению
оси w(1) и обозначать через ψ. Направляющие косинусы углов, образованных осями n, v, w
и осями ξi того же самого тела, будем обозначать через αi, βi, γi (i = 1, 2, 3).
Все заданные нами системы координат должны быть подобны друг другу; кроме того,
все они должны быть положительны, иначе говоря, их оси должны быть расположены друг
относительно друга так же, как мизинец, указательный палец и отогнутый большой палец
левой руки.
Наконец, следует отметить, что по нашему предположению оба тела всегда будут вы-
пуклыми. В частности, оба они должны иметь такую форму, чтобы они могли касаться
друг друга всегда только в одной точке.
——————————
Как мы уже говорили, первой нашей задачей будет запись выражения, определяющего
живую силу. Для начала сформулируем несколько законов о бесконечно малом движении
твердого тела. Их обоснование можно найти в статье профессора Карла Неймана.10
1. Каждое бесконечно малое движение тела является либо поступательным, либо вра-
щательным, либо складывается из них обоих.
2. Любое бесконечно малое движение тела, одна из точек которого неподвижна, пред-
ставляет собой вращение. Если принять ось вращения за ось x положительной системы
координат xyz, то поворот считается положительным или отрицательным в зависимости от
того, в каком направлении перемещаются частицы тела: от положительного направления
оси y к положительному направлению оси z или наоборот. Если, кроме того, мы условимся
представлять величину поворота, откладывая на оси x (то есть на оси вращения) отрезок,
пропорциональный углу поворота и направленный в положительную или отрицательную
сторону в зависимости от знака поворота, то подобное представление позволит нам скла-
дывать и раскладывать повороты так же, как это делают с силами.
3. Величину такого поворота определяют следующим образом: пусть 0 обозначает непо-
движную точку пространства, вокруг которой происходит свободное движение твердого те-
ла; проведем через эту точку две системы координат l1l2l3 и xyz, первая из которых жест-
ко связана с телом, а вторая неподвижна в пространстве, и обозначим через αi, βi, γi
направляющие косинусы углов, образованных осями li и осями x, y, z (i = 1, 2, 3). Тогда
каждое движение тела, при котором величины αi, βi, γi получают приращения dαi, dβi, dγi,
10C.Neumann. Die Zerlegung und Zusammensetzung der unendlich kleinen Bewegungen eines starren
Ko¨rpers als Hu¨lfsmittel bei Aufstellung der dynamischen Diﬀerentialgleichungen // Mathematische
Annalen, 1877, vol. 11, №3, p. 388.
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βi dγi, ωβ =
∑
γi dαi, ωγ =
∑
αi dβi,
а в подвижных осях l1, l2, l3 —
ω1 = −(α2 dα3 + β2 dβ3 + γ2 dγ3),
ω2 = −(α3 dα1 + β3 dβ1 + γ3 dγ1),
ω3 = −(α1 dα2 + β1 dβ2 + γ1 dγ2).
В то же время компоненты перемещения точки (xyz) тела при этом движении, взятые
относительно осей xyz, равны
dx = −ωγy + ωβz,
dy = −ωαz + ωγx,
dz = −ωβx + ωαy.
4. Если же тело выполняет бесконечно малый поворот вокруг некоторой оси, проходя-
щей через произвольную точку, то в случае необходимости мы также сможем представить
данное движение как результат двух других движений: мы можем заменить их на враще-
ние той же самой величины и направления, но вокруг параллельной оси, проходящей через
произвольную точку A, при том единственном условии, что все точки тела одновременно
участвуют и в другом движении, том самом, которое позволило бы нам получить точку A
вследствие первоначального поворота.
5. Для того чтобы вычислить живую силу движущегося тела, мы поступим в соответ-
ствии с правилом из пункта 4 и сведем все бесконечно малые одновременные повороты к по-
вороту вокруг параллельной оси, проходящей через центр тяжести тела. Затем объединим
друг с другом все поступательные и все вращательные движения, получая в итоге парал-
лельный перенос с компонентами x′σ dt, y′σ dt, z′σ dt — эти компоненты берутся относительно
трех произвольных взаимно перпендикулярных осей, — и поворот на угол, компоненты ко-
торого относительно трех главных осей тела равны ω1 dt, ω2 dt, ω3 dt. В итоге живая сила T
данного движения принимает значение











где M обозначает массу, а M1, M2, M3 — три главных момента инерции тела.
К этому можно добавить еще один закон, которым мы будем часто пользоваться в даль-
нейшем.11




где T — живая сила рассматриваемого тела, а ϕ — угол, выбранный так, что изменение
аргумента ϕ соответствует повороту тела вокруг определенной оси A. Тогда записанный
11Его можно найти уже в работе Рауса: Routh, Elementary Treatise on the Dynamics of a System
of Rigid Bodies (4 Ed., 1883), p. 329.
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выше интеграл означает выполнение закона площадей относительно оси A, причем неважно,
покоится эта ось в пространстве или движется.
Введем неподвижную систему в координатах xyz; тогда у нас
2T =
∑



















Если заменить x, y, z на другие переменные ϑ, ϕ, ψ, . . . , то






































Обозначим теперь через p расстояние от точки (x, y, z) до введенной выше оси A,
вокруг которой должно поворачиваться тело при одном, отдельно взятом изменении ар-
гумента ϕ. Тогда dσ = p dϕ представляет собой элемент траектории, соответствующий







dϕ. Теперь обозначим через α, β, γ направляющие косинусы этого же элемента
траектории относительно осей x, y, z, так что у нас ∂x
∂ϕ









вследствие чего интересующий нас интеграл (b) можно записать в виде∑









x′2 + y′2 + z′2.
Очевидно, что это уравнение представляет собой закон площадей относительно оси A.
——————————
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Глава 1. Общие сведения о движении скольжения и качения
двух тел друг по другу
§3. Живая сила движения
Прежде всего мы займемся вычислением живой силы интересующего нас движения.
При этом мы на время забудем о разнице между скольжением и качением и поставим общий
вопрос: чему равна живая сила системы двух твердых тел, одно из которых движется по
поверхности другого? Для ответа на этот вопрос мы рассмотрим бесконечно малое движение
системы в каждый момент времени.
Имеет смысл начать с более простого случая, когда одно из тел — можно считать его
первым телом — находится в покое. Тогда мы примем за неподвижную систему координат




3 и будем считать, что координаты каж-
дой точки второго тела записываются в этой системе координат по явным формулам, для




















(i = 1, 2, 3).
Из всего этого множества выделим необходимые для наших целей три величины ξ(2)i ,
представляющие собой некоторые константы в каждой точке второго тела; остальные
25 величин мы будем считать переменными, которые при каждом бесконечно малом дви-
жении второго тела получают некоторые бесконечно малые приращения. Такое общее бес-
конечно малое движение мы будем раскладывать на пять отдельных движений, каждому



















мы будем исследовать каждое из этих пяти движений по отдельности. Как легко увидеть,
первые три из них по своей природе — вращательные, то есть такие, что точка мгновенного
касания остается в покое; оставшиеся два движения — поступательные. Сейчас мы попро-
буем вычислить компоненты всех этих движений относительно трех главных осей инерции
второго тела.

















i , главные оси инерции ξ
(1)
i первого тела остаются в покое, а оси n
(1),
v(1), w(1) меняют свое положение; в соответствии с правилом 3 из § 2, компоненты этого
























а в системе координат n(2), v(2), w(2), с учетом угла ψ (§ 2), — в виде
− dA(1)
− (dB(1) cosψ + dΓ(1) sinψ)
− (−dB(1) sinψ + dΓ(1) cosψ).
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i , изменяют свое положение оси ξ
(2)
i , жестко связанные со вторым
телом, тогда как оси n(2), v(2), w(2) — которые отличаются от покоящейся системы осей
n(1), v(1), w(1) только поворотом на угол ψ, остающийся неизменным, — своего положения
не меняют. Тогда, в соответствии с правилом 3 из § 2, компоненты этого поворота в системе























3. Изменение угла ψ на величину dψ означает поворот (в положительном направлении)
вокруг общей оси n(1) или n(2) на угол dψ.
4. Изменение координат π(1)i на величину dπ
(1)
i означает параллельный перенос на отре-





Если обозначить элементы пути вдоль кривых w = const и v = const через f (1) dv(1)
и g(1) dw(1), то компоненты этого параллельного переноса в системе координат n(1), v(1),
w(1) —
0, f (1) dv(1), g(1) dw(1),
а в системе координат n(2), v(2), w(2) —
0, (f (1) dv(1) cosψ + g(1) dw(1) sinψ), (−f (1) dv(1) sinψ + g(1) dw(1) cosψ).
5. Если использовать ту же систему обозначений, что и для первого тела, то изменение
координат π(2)i на величину dπ
(2)
i означает, что вместо точки P
(2) совпадать с точкой P (1)
будет точка Π(2); иначе говоря, это параллельный перенос, компоненты которого в системе
координат n(2), v(2), w(2) имеют вид
0, −f (2) dv(2), −g(2) dw(2).
Объединяя все рассмотренные нами соотношения, приходим к следующему выводу:
бесконечно малое движение второго тела состоит из поворота вокруг общей точки касания,
компоненты которого в системе координат n(2), v(2), w(2) записываем как
A dt = −dA(1) + dA(2) + dψ,
B dt = −(dB(1) cosψ + dΓ(1) sinψ) + dB(2),
C dt = −(−dB(1) sinψ + dΓ(1) cosψ) + dΓ(2),
(3)
а в системе координат ξ(2)i — как







и из поступательного движения, компоненты которого в системе координат n(2), v(2), w(2)
записываем как
a dt = 0,
b dt = f (1) dv(1) cosψ + g(1) dw(1) sinψ − f (2) dv(2),
c dt = −f (1) dv(1) sinψ + g(1) dw(1) cosψ − g(2) dw(2),
(5)
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а в системе координат ξ(2)i — как





Для вычисления живой силы нам надо воспользоваться правилом 5 из § 2 и заменить
поворот вокруг общей точки касания на совпадающий с ним по величине поворот вокруг
параллельной оси, проходящей через центр тяжести второго тела; одновременно мы долж-
ны сообщить всему телу поступательное движение, равное движению центра тяжести при
исходном повороте. Очевидно, что в системе координат, центр которой лежит в точке ка-
сания, а оси параллельны осям ξ(2)i , координаты центра тяжести равны −π(2)i , а в системе




















поэтому в соответствии с правилом 4 из § 2 компоненты перемещения центра тяжести при
исходном повороте в системе координат ξ(2)i имеют вид
(+R3π
(2)
2 −R2π(2)3 )dt, (+R1π(2)3 −R3π(2)1 )dt, (+R2π(2)1 −R1π(2)2 )dt,
а в системе координат n(2), v(2), w(2) — вид
(+Cb−Bc)dt, (+Ac− Ca)dt, (+Ba− Ab)dt.
Теперь воспользуемся правилом 5 из § 2 и получим для живой силы T второго тела два
представления
2T (2) = M (2)(r1 + R3π
(2)
2 −R2π(2)3 )2 +M(2)1 R21+
+ M (2)(r2 + R1π
(2)
3 −R3π(2)1 )2 +M(2)2 R22+
+ M (2)(r3 + R2π
(2)
1 −R2π(2)2 )2 +M(2)3 R23,
(8)
2T (2) = M (2)(a+ Cb−Bc)2 +M(2)1 R21+
+ M (2)(b + Ac− Ca)2 +M(2)2 R22+
+ M (2)(c +Ba−Ab)2 +M(2)3 R23,
(9)
зависящие от того, в какой системе координат (ξ(2)i или n
(2)v(2)w(2)) взяты компоненты па-




3 — главные моменты
инерции тела. Все остальные величины, входящие в эти две формулы, задающие живую
силу, можно считать выраженными через пять переменных, определенных в начале § 2.
Теперь займемся поиском живой силы в том случае, когда первое тело тоже движет-
ся. Бесконечно малые движения, возникающие в этом случае, отличаются от уже рассмот-
ренных нами, как мы сейчас увидим, только существованием еще одного члена; то же самое
верно и для формул, задающих живую силу.
Действительно, для начала мы можем считать, что первое тело жестко связано со вто-
рым и переходит из своего старого положения в новое именно при этом предположении;
тогда второе тело будет участвовать в этом движении наряду с первым, но сообразно со
своим расположением. А уже затем мы будем перемещать второе тело по поверхности
первого, находящегося в покое, — в точности, как в предыдущем случае. Будем считать,
что абсолютное положение первого тела определено через шесть независимых переменных
q1, q2, . . . , q6, тогда как пять аргументов v(1), w(1), v(2), w(2), ψ задают теперь относитель-
ное положение второго тела по отношению к первому; тогда первое движение сводится
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к изменению первых шести аргументов при суммарном движении, а второе — к изменению
последних пяти аргументов при суммарном движении. Необходимое для наших целей ис-
следование первого движения, в свою очередь, тоже распадается на две части, так как мы
будем различать движение первого и второго тела; в то же время второе движение уже
было исследовано в предыдущем случае. Таким образом, в дальнейшем нам необходимо
будет обсудить только два первых пункта.
I. Для того чтобы записать движение первого тела, введем несколько новых обозна-
чений. Направляющие косинусы углов, образованных осями ξ(1)i с неподвижной системой




i , а координаты центра тяжести первого тела
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тогда живая сила T (1) первого тела в соответствии с пунктом 5 § 2 принимает значение

















II. Участие второго тела в этом движении распадается на две части: параллельный
перенос (x′σ dt, y′σ dt, z′σ dt) и поворот (−ω(1)i dt).12 Для того чтобы получить интересующие
нас формулы, нам надо найти компоненты обоих движений в системе координат ξ(2)i . Для
этого мы воспользуемся рядом последовательных преобразований: сначала мы перейдем от
системы xyz к ξ(1)i , затем от нее к системе n
(1)v(1)w(1), после чего — к системе n(2)v(2)w(2)





























i + (qβ cosψ + qγ sinψ)β
(2)
























i + (kβ cosψ + kγ sinψ)β
(2)
i + (−kβ sinψ + kγ cosψ)γ(2)i
(13)
соответственно, то очевидно, что интересующие нас компоненты параллельного переноса
относительно системы координат ξ(2)i равны s1 dt, s2 dt, s3 dt, а компоненты поворота равны
−σ1 dt, −σ2 dt, −σ3 dt.
Теперь для того чтобы найти живую силу второго тела, нам надо будет, в соответствии
с пунктом 5 § 2, сохраняя поворот как он есть, сообщить второму телу еще одно движение,
поступательное и равное тому перемещению, которое совершает центр тяжести при пово-
роте. Однако нам известно (п. 4 § 2), что и это перемещение распадается на два движения:
на перенос центра тяжести второго тела при вышеупомянутом повороте вокруг параллель-
ной оси, проходящей через точку мгновенного касания двух тел, и на перенос этой точки
касания при исходном повороте. Вычислим оба перемещения по отдельности.
12В соответствии с правилом 3 из § 2 знак минус объясняется тем, что компоненты поворота были
найдены относительно подвижных осей ξ(1)i .
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Перемещение центра тяжести при повороте (−ω(1)i dt) вокруг оси, проходящей через
точку касания, без труда раскладывается по осям ξ(2)i . Мы только что нашли компоненты
этого поворота относительно тех же осей; они равны −σi dt; с другой стороны, в системе
координат, проходящей через точку касания параллельно осям ξ(2)i , центр тяжести имеет
координаты −π(2)i ; тогда в соответствии с правилом 3 § 2 компоненты его перемещения







dt, (−σ2π1 + σ1π2) dt.
2. Координаты точки касания двух тел в системе координат ξ(1)i равны π
(1)
i ; тогда при





















1 − ω(1)1 π(1)2
)
dt.






















3 − ω(1)3 γ(1)2 ) + π(1)2 (ω(1)3 γ(1)1 − ω(1)1 γ(1)3 ) + π(1)3 (ω(1)1 γ(1)2 − ω(1)2 γ(1)1 ),
Ri = Rαα
(2)
i + (Rβ cosψ + Rγ sinψ)β
(2)
i + (−Rβ sinψ + Rγ cosψ)γ(2)i ;
(14)
очевидно, что Ri dt и являются искомыми компонентами в системе координат ξ
(2)
i .
Этим и исчерпывается тот особый вклад, из которого состоит суммарное движение
двух тел, — если не считать уже рассмотренного ранее движения второго тела по поверх-
ности первого. Для наглядности мы еще раз перечислим все эти отдельные составляющие








A. Участие второго тела в движении первого:
I. В его параллельном переносе: si dt
II. В его собственном повороте:
a) как собственно поворот −σi dt
b) как поступательное движение
1 (σ2π
(2)
3 − σ3π(2)2 )dt и т. д.
2 Ri dt
B. Движение второго тела по поверхности первого: (r1 + π
(2)
2 R3 − π(2)3 R2)dt и т. д. Ri dt
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Теперь, основываясь на этой схеме, мы можем записать выражение для живой силы T (2)
второго тела. Объединяя его с выражением (11), задающим живую силу первого тела,
получаем, что живая сила всей находящейся в движении системы имеет следующий вид:

















+ M (2){r1 + s1 + R1 + π(2)2 (R3 − σ3)− π(2)3 (R2−σ2)}2 +M(2)1 (R1−σ1)2 +
+ M (2){r2 + s2 + R2 + π(2)3 (R1 − σ1)− π(2)1 (R3−σ3)}2 +M(2)2 (R2−σ2)2 +
+ M (2){r3 + s3 + R3 + π(2)1 (R2 − σ2)− π(2)2 (R1−σ1)}2 +M(2)3 (R3−σ3)2.
(15)
Возможно, стоит заметить, что здесь, как и в предыдущем случае, компоненты парал-
лельного переноса можно рассматривать не только в системе координат ξ(2)i , но и в системе
координат n(2)v(2)w(2): в результате мы получим второе представление величины T (2), со-
ответствующее представлению живой силы по формуле (9) в предыдущем случае.
——————————
До сих пор мы все время предполагали, что второе тело движется по внешней поверх-
ности первого. Но если представить себе, что внутри первого тела есть полость или что это
вообще полое тело, то второе тело может двигаться и по внутренней поверхности первого.
В этом случае вычисление живой силы потребует точно таких же рассуждений, в кото-
рые необходимо внести одно изменение. Рассмотрим две системы координат n, v, w, взятые
в общей точке касания тел; в предыдущем случае они отличались друг от друга только тем,
что одна из них была повернута на угол ψ относительно другой; в настоящем же случае
оси n(1) и n(2) — где n(1) обозначает внешнюю, а n(2) внутреннюю нормаль — будут направ-
лены в противоположные стороны. Мы можем избежать этого, потребовав, чтобы на сей
раз ось n(2) представляла собой не внутреннюю, а внешнюю нормаль второго тела. Если
внести это изменение, то все сделанные ранее утверждения и все найденные формулы оста-
ются в силе без изменений; в частности, это касается окончательных формул (8), (9) и (15)
для живой силы.
§4. Дифференциальные уравнения динамики
В случае скольжения запись дифференциальных уравнений динамики не вызывает
никаких трудностей; сложности, возникающие в задаче о качении, вызваны особенной при-
родой имеющихся здесь условных уравнений.
Для того чтобы найти эти условные уравнения, прежде всего вспомним полученный
ранее (§ 3) результат: движение второго тела при покоящемся первом состоит из поворо-
та вокруг общей точки касания и из параллельного переноса, компоненты которого a dt,
b dt, c dt определены по формулам (5). В случае качения точка мгновенного касания все-
гда должна находиться в покое, то есть параллельный перенос всегда должен принимать
нулевое значение. Следовательно, его отдельные компоненты a dt, b dt, c dt тоже должны
обращаться в нуль, так что справедливы уравнения
f (1) dv(1) cosψ + g(1) dw(1) sinψ − f (2) dv(2) = 0,
−f (1) dv(1) sinψ + g(1) dw(1) cosψ − g(2) dw(2) = 0.
(16)
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Эти уравнения и служат условными уравнениями, возникающими при качении. Мы
видим, что это дифференциальные уравнения, причем их нельзя вывести из конечных урав-
нений с помощью дифференцирования; кроме того, данные дифференциальные уравне-
ния — линейные и однородные.
В большинстве современных учебников по механике дифференциальные уравнения ди-
намики рассматриваются только в тех случаях, когда входящие в них переменные либо
независимы, либо связаны друг с другом конечными условными уравнениями; между тем
в нашем случае речь идет о линейных однородных дифференциальных уравнениях, свя-
зывающих переменные. Нам неизвестно, освещалась ли данная задача в существующей
литературе13, поэтому имеет смысл изложить ее в явном виде, для чего мы заново выве-
дем дифференциальные уравнения Лагранжа второго рода, желая использовать их далее
в качестве дифференциальных уравнений динамики.14
Для простоты ограничимся рассмотрением отдельной движущейся точки с массой m,
что в случае твердого тела (то есть системы точек) не вносит никаких существенных изме-
нений. Пусть компоненты равнодействующей всех сил, действующих на точку, равны X+X,
Y +Y , Z+Z, при этом мы считаем, что компоненты взяты в абсолютно неподвижной систе-
ме координат xyz. Здесь величины X , Y , Z соответствуют силам, которые эквивалентны
условным уравнениям, справедливым для движения данной точки, иначе говоря, силам
сцепления, сопротивления и всем прочим силам того же типа, обладающим той особенно-
стью, что для любого бесконечно малого движения (dx, dy, dz) нашей точки, удовлетворя-
ющего условным уравнениям, работа этих сил равна нулю:
X dx + Y dy + Z dz = 0. (17)
Теперь движение нашей точки удовлетворяет уравнениям
mx′′ = X + X, my′′ = Y + Y , mz′′ = Z + Z. (18)
Умножая на δx, δy, δz соответственно и складывая результаты, находим
m(x′′ δx + y′′ δy + z′′ δz) = (X δx + Y δy + Z δz) + (X δx + Y δy + Z δz).
Здесь под δx, δy, δz мы понимаем произвольные бесконечно малые сдвиги, совмести-
мые с условными уравнениями системы, так что для любого такого сдвига уравнение (17)
будет справедливо, что позволит нам упростить записанное выше уравнение, придав ему
форму
m(x′′ δx + y′′ δy + z′′ δz) = X δx + Y δy + Z δz. (19)
Проводя хорошо известные преобразования, получаем
m(x′′ δx + y′′ δy + z′′ δz) = m d
dt
(x′ δx + y′ δy + z′ δz) −m(x′ δx′ + y′ δy′ + z′ δz′) =
= m d
dt
(x′ δx + y′ δy + z′ δz) − δT,
(20)
13Помимо неоднократно упоминавшейся нами работы профессора Карла Неймана в больших
учебниках по механике данная задача упоминается только у Рауса (Routh, Elementary Treatise on
the Dynamics of a System of Rigid Bodies, Cap. VIII, p. 325).
14Описанный далее вывод дифференциальных уравнений Лагранжа второго рода из уравнений
первого рода можно найти, например, у Рауса (там же, Cap. VIII) или в работе Ball, Theoretische
Mechanik starrer Systeme (Berlin, 1889), Cap. X, § 5.
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где под T понимается живая сила точки. Если теперь ввести вместо величин x, y, z новые
переменные q1, q2, . . . , qi, . . . так, чтобы











































Подставляя эти значения в уравнение (20), придаем ему форму
m(x′′ δx + y′′ δy + z′′ δz) = m d
dt




















Если теперь в первом слагаемом правой части выразить сдвиги δx, δy, δz через вели-


















то первые два слагаемых в правой части взаимно уничтожаются и уравнение упростится,
принимая вид











Подставляя данное значение в уравнение (19), в правой части которого величины δx,




















причем данное уравнение, как отмечалось выше, справедливо для всех сдвигов δqi, совме-
стимых с условными уравнениями. В случае, когда переменные q1, q2, . . . , qi независимы,
данное уравнение выполняется для совершенно произвольного сдвига, а следовательно, ко-
эффициенты при δqi должны совпадать друг с другом для каждого i, что дает нам обык-
новенные уравнения Лагранжа.








i = 0. (24)
Очевидно, мы можем умножить их на dt и переписать в форме∑
ai dqi = 0,
∑
bi dqi = 0.
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Уравнения, записанные в такой форме, сразу позволяют нам понять, что для всех
сдвигов δqi, совместимых с условными уравнениями, должны выполняться соотношения∑
ai δqi = 0,
∑
bi δqi = 0.
Таким образом, уравнение (23) справедливо для всех значений δqi, удовлетворяющих
двум записанным выше уравнениям. Как известно, вводя неопределенные множители λ, μ,
















+ λai + μbi (i = 1, 2, . . .). (25)
Именно такой вид и принимают дифференциальные уравнения Лагранжа, когда пере-
менные удовлетворяют условным уравнениям (24).
——————————
Теперь очень просто применить проведенные выше рассуждения к нашей задаче; в слу-
чае качения использованные нами переменные v(1), w(1), v(2), w(2), ψ связаны друг с другом
условными уравнениями (16),
f (1) dv(1) cosψ + g(1) dw(1) sinψ − f (2) dv(2) = 0,
−f (1) dv(1) sinψ + g(1) dw(1) cosψ − g(2) dw(2) = 0,
(26)
тогда как переменные q1, q2, . . . , q6, как и ранее, независимы. Если считать, что оба те-




















































































































где T обозначает живую силу всей движущейся системы, то есть двух тел вместе взятых,
а суммирование в правой части проводится по всем действующим силам и по всем частицам
обоих тел.
Для решения этой задачи, в которой нам приходится иметь дело не только с один-
надцатью переменными, определяющими положение двух тел, но и с неизвестными λ и μ,
нам придется воспользоваться еще и двумя условными уравнениями (26), чтобы количество
уравнений соответствовало количеству неизвестных.
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Когда первое тело покоится, первые шесть уравнений отпадают, а суммирование в пра-
вой части проводится только по элементам второго тела.
В случае скольжения, когда используемые нами переменные не зависят друг от друга,
дифференциальные уравнения динамики сразу получаются из предыдущих, когда мы при-





















































































































Если же первое тело покоится, то все происходит так же, как и в предыдущем случае.
В заключение хотелось бы еще предостеречь читателя от одного распространенного за-
блуждения, связанного с дифференциальными уравнениями (27), описывающими качение.
В силу условных уравнений (26) величины a, b, c и, соответственно, r1, r2, r3 в выраже-
ниях (8), (9) и (15), задающих живую силу катящегося тела, всегда должны обращаться
в нуль. Из-за этого можно предположить, что мы имеем право при вычислении живой
силы T сразу пренебречь этими выражениями и выводить дифференциальные уравнения
Лагранжа, исходя из такого упрощенного выражения T . Однако в общем случае подобное
упрощение15 недопустимо: если в точности повторить описанный выше вывод уравнений
Лагранжа, то мы увидим, что они связаны с одним вполне определенным условием.
Во-первых, это условие явственно просматривается в уравнении (20):
x′′ δx + y′′ δy + z′′ δz = d
dt
(x′ δx + y′ δy + z′ δz) − (x′ δx′ + y′ δy′ + z′ δz′),






Во-вторых, интересующее нас условие обнаруживается и в уравнениях (21):













15Конечно, некоторые простые случаи служат исключением из этого правила, так как в них
подобное упрощение никак не повлияет на результат.



















Очевидно, оба соотношения (a) и (b) предполагают, что величины x′, y′, z′ — это полные
производные по времени. Но если нам понадобится вычислить живую силу по дифферен-
циальным уравнениям (26), то в общем случае такое предположение уже не будет верным
и применимость дифференциальных уравнений Лагранжа вообще окажется под вопросом.
Из сделанного нами замечания вытекает совершенно общее важное правило (A):
в случае качения выражение для живой силы, лежащее в основе дифференциальных урав-
нений Лагранжа, нельзя подвергать никакому предварительному преобразованию с учетом
имеющихся условных уравнений. Иначе говоря, в случае качения мы обязаны находить жи-
вую силу, основываясь на том же самом выражении, что и в случае скольжения. Именно
поэтому, вычисляя в предыдущем параграфе живую силу, мы изначально не принимали
в расчет различие, существующее между скольжением и качением.
Разъяснение вышесказанного. Поясним сформулированное выше правило (А)
и последствия пренебрежения этим правилом на специально придуманном примере. Мы
можем определить движение материальной точки тремя переменными x, v, ψ так, чтобы
живая сила этой точки была равна
T = 12
{
(ψ′ + x′ cos x + v′ cosψ)2 + x′2
}
, (1)
для чего должно выполняться условное уравнение
x′ cos x + v′ cosψ = 0. (2)



























Если взять все частные производные и воспользоваться условным уравнением (2), то
мы перепишем искомые уравнения в явном виде:
ψ′′ + ψ′ sinψ v′ = 0,
d
dt
(ψ′ cos x) + x′′ + ψ′x′ sinx = λ cos x,
d
dt
(ψ′ cosψ) = λ cosψ.
После элементарных вычислений с учетом (2) мы выведем отсюда следующие уравне-
ния для ψ и x:
ψ′′ = − d
dt
(log cosψ)d sin x
dt
,
x′′ = −ψ′2 tgψ cosx.
(3)
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Очевидно, что данные уравнения соответствуют настоящему движению рассматрива-
емой точки.
С другой стороны, если бы мы сразу упростили выражение для T с учетом условия (2),
то вместо формулы (1) мы получили бы для живой силы T следующее выражение:
T = 12(ψ
′2 + x′2). (4)




Данные уравнения, очевидно, противоречат уравнениям (3), а следовательно, ими
пользоваться нельзя. Этого примера достаточно, чтобы продемонстрировать несостоятель-
ность метода, на котором они основаны.
——————————
Глава 2. Применение полученных формул
к качению и скольжению двух шаров
§5. Качение двух шаров
В этом параграфе мы воспользуемся полученными выше формулами в частном слу-
чае, когда удается провести все вычисления до конца, а именно, когда однородный шар
катится по другому шару, находящемуся в покое. Что касается сил, действующих на те-
ла, то мы потребуем, чтобы они обеспечивали непрерывный контакт обеих поверхностей;
точнее, мы будем предполагать, что все элементы движущегося шара притягиваются к цен-
тру неподвижного по закону Ньютона. Согласно известной теореме из теории потенциалов,
потенциал всех таких сил можно представить с помощью некоторой, вообще говоря, легко
определяемой константы, откуда сразу следует, что при выводе уравнений Лагранжа эти
силы можно вообще не принимать в расчет.
В соответствии с введенной ранее системой обозначений мы будем считать, что первый
шар покоится, а второй — движется.16 В качестве поверхностных координат v и w мы
будем для обоих шаров использовать сферические координаты ϑ и ϕ; пусть при этом ϑ
обозначает угол между радиусом, проходящим через точку касания, и осью ξ1 соответству-
ющего шара, а ϕ представляет собой меридианный угол, который мы будем отсчитывать от
оси ξ2, причем у первого шара — к положительному направлению оси ξ3, а у второго шара —
к отрицательному. Если считать, что радиусы шаров равны A1 и A2, то для координат πi
мгновенной точки касания в обеих системах координат ξi справедливы уравнения
π
(1)
1 = A1 cos ϑ1, π
(1)
2 = A1 sinϑ1 cosϕ1, π
(1)
3 = A1 sinϑ1 sinϕ1,
π
(2)
1 = A2 cos ϑ2, π
(2)
2 = A2 sinϑ2 cosϕ2, π
(2)
3 = −A2 sinϑ2 sinϕ2.
(29)
16При этом для упрощения формул в дальнейшем мы будем ставить индексы 1 и 2 только внизу,
вообще опуская их в величинах T , M , M1, M2, M3, так как в них какое-либо неправильное истол-
кование исключено. Более того, три величины M1, M2, M3, которые в случае шара совпадают, мы
обозначим просто через M.
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Далее из простых геометрических соображений находим, что направляющие косинусы
αi, βi, γi углов, которые оси n, v, w образуют с осями ξi, равны
α
(1)
1 = cosϑ1, α
(1)
2 = sinϑ1 cosϕ1, α
(1)
3 = sinϑ1 sinϕ1,
β
(1)
1 = − sinϑ1, β(1)2 = cos ϑ1 cosϕ1, β(1)3 = cos ϑ1 sinϕ1,
γ
(1)
1 = 0, γ
(1)
2 = − sinϕ1, γ(1)3 = cosϕ1,
α
(2)
1 = − cosϑ2, α(2)2 = − sinϑ2 cosϕ2, α(2)3 = sinϑ2 sinϕ2,
β
(2)
1 = − sinϑ2, β(2)2 = cos ϑ2 cosϕ2, β(2)3 = − cosϑ2 sinϕ2,
γ
(2)
1 = 0, γ
(2)
2 = − sinϕ2, γ(2)3 = − cosϕ2.
Отсюда получаем следующие значения для выражений (1), (2) и (3) из § 3:
dA(1) = − cos ϑ1 dϕ1, dB(1) = sinϑ1 dϕ1, dΓ(1) = −dϑ1, (30)
dA(2) = − cosϑ2 dϕ2, dB(2) = − sinϑ2 dϕ2, dΓ(2) = dϑ2, (31)
A = − cos ϑ2ϕ′2 + cos ϑ2ϕ′1 + ψ′,
B = − sinϑ2ϕ′2 − (sinϑ1ϕ′1 cosψ − ϑ′1 sinψ),
C = ϑ′2 + (sinϑ1ϕ
′




Элементы пути принимают на обоих телах значения Adv и A sinϑ dϕ; связывающие их





























































С помощью этих соотношений можно также представить значения величин B и C,
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Наконец, получаем, что для величин a, b, c и a, b, c, определенных из уравнений (5)




1 cosψ + A1 sinϑ1ϕ
′
1 sinψ −A2ϑ′2,
c = −A1ϑ′1 sinψ + A1 sinϑ1ϕ′1 cosψ −A2 sinϑ2ϕ′2,
(37)
a = −A2, b = 0, c = 0. (38)
Выражения (8) и (9) для живой силы в нашем случае существенно упрощаются, по-





3, очевидно, можно заменить на A
2 +B2 + C2. Таким образом, с учетом записанных
выше формул выражение (9) для живой силы принимает вид






2 +B2 + C2), (39)
где под A, B, C следует понимать величины, определенные по формулам (32).17
Если взять за основу условные уравнения в форме (33), то дифференциальные уравне-














































причем, как отмечалось в начале данного параграфа, силы, действующие на тела, можно
не учитывать.
Прежде всего мы вычислим, чему равна стоящая в последнем уравнении производ-
ная ∂T
∂ψ
, воспользовавшись с этой целью уравнениями (33) и (36), после того как найдем
в них частные производные. Как мы в итоге увидим, интересующая нас производная тож-
дественно равна нулю, что позволит нам свести рассматриваемое уравнение к интегралу
∂T
∂ψ′
= const, то есть
A = const = A(0),
(40)
где, как и всегда далее, нуль в качестве верхнего индекса означает, что имеется в виду
начальное состояние.
17Если мы хотим выписать дифференциальные уравнения Лагранжа, исходя из выражения для T ,
то представление (36) для величин B и C можно вообще не использовать, в соответствии с прави-
лом (А) в конце § 4.
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(−A cos ϑ2 −B sinϑ2) = μA2 sinϑ2.





















































причем в последнем уравнении мы сократили множитель sinϑ2 с обеих сторон.
18
Умножая эти соотношения на sinψ и cosψ, а затем складывая с учетом уравнений (34)
и (35), находим




























или, если заменить производную ψ′ на ее значение
ψ′ = A(0) + cos ϑ2ϕ
′
2 − cos ϑ2ϕ′1, (41)
взятое из первого уравнения (32),































1 +M sinϑ1(−B cosψ + C sinψ)
}−
−MA(0) sinϑ1ϑ′1 = −A1 sinϑ1(λ sinψ + μ cosψ).
Выполняя преобразования и замечая, что в силу уравнений (36) и (34) у нас









18Этот шаг допустим, если не рассматривать тот простой случай, когда оба шара все время
касаются друг друга в одной и той же точке, совпадающей с полюсом второго шара (sinϑ2 = 0).
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cos ϑ1 = const ≡ K. (42)
Здесь K представляет собой константу со значением







или, поскольку у шара M = 25MA
2
2,
K = 75M(A1 +A2)
2. (43)
Кроме того, возьмем уравнение живой силы 2T = 2T (0), которому с учетом уравне-




1 = const ≡ c2. (44)















Последовательно дифференцируя, находим отсюда уравнения вида














ϑ′′1 и т. д.
(45′)
Иначе говоря, можно сделать следующий вывод: если в начале движения ϑ′1 = ϑ′′1 = 0,
то и все производные более высокого порядка функции ϑ1 в начале движения обращаются
19Заметим заодно, что совершенно аналогично мы можем умножить уравнения (39f) на cosψ
и − sinψ соответственно, а затем обратиться к уравнению (39a) вместо (39b); это даст нам следую-
щее уравнение








1 = 0. (42′)
Комбинируя его и (42), мы вновь получим уравнение живой силы в приведенной ниже простой
форме (44).
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в нуль20, из-за чего угол ϑ1 все время остается неизменным; следовательно, кривая ка-
чения на покоящемся шаре — это окружность. Заметим, что подобное начальное условие





′′ = 0, то есть, как легко понять, что плоскость, соприкасающаяся с кривой качения,
построенная в начальной точке касания, будет параллельна экватору — условие, выпол-
нение которого, очевидно, всегда можно обеспечить, выбрав подходящую систему коорди-
нат ξ(1)i . Итак, кривая качения на покоящемся шаре всегда представляет собой окруж-
ность.
Кривая качения на движущемся шаре — тоже всегда окружность. Действительно,
если переписать наши формулы с учетом только что выдвинутых нами предположений,
иначе говоря, если считать, что
ϑ′1 = 0, sinϑ1ϕ
′
1 = ±c (46)









2 = ±c cosψ.
Теперь, продифференцировав первое из уравнений, мы получим
A2
A1
ϑ′′2 = ±c cosψψ′.
Если добавить сюда уравнение (41), которому в интересующем нас случае можно при-
дать простой вид
ψ′ = cos ϑ2ϕ
′
2 + const,
то мы придем к четырем уравнениям, а затем, исключая три неизвестные ψ, ψ′, ϕ′2, выведем
из них дифференциальное уравнение для ϑ2 в форме
ϑ′′2 = f(ϑ2, ϑ
′
2).
Повторяя дифференцирование, мы получим отсюда систему уравнений, которая поз-
волит нам относительно кривой качения на движущемся шаре сделать вывод, совершенно
аналогичный тому, что мы уже сделали выше о кривой качения на покоящемся шаре, опи-
раясь на систему (45′).21
Установив форму кривых качения, перейдем к определению положения и направления
мгновенных осей вращения. Если выбрать полярную систему координат ϑ, ϕ на втором
шаре так же, как и на первом, то есть так, чтобы
ϑ′2 = ϑ
′′
2 = 0, (47)
20Разумеется, данный вывод можно сделать только тогда, когда ни одна из частных производных
функции F не обращается в бесконечность. Однако в силу (45) этот последний случай возможен
только тогда, когда sinϑ(0)1 = 0. Взглянув на уравнение (44), мы тут же поймем, что в этом слу-
чае c = 0, то есть элемент пути на первом шаре все время равен нулю, а следовательно, кривая
качения на первом шаре вырождается в точку. Поскольку эту точку можно понимать как окруж-
ность нулевого радиуса, данный особый случай также подчиняется общему правилу, изложенному
далее в нашей работе.
21Что касается строгости данного вывода, то мы могли бы, вычислив в явной форме значение ϑ′′2 ,
повторить наше рассуждение из примечания к системе (45′).
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то, очевидно, все время движения у нас будет
ψ′ = 0, (48)
а сам угол ψ будет равен либо 0, либо π, из-за чего, в частности, переменная ϕ на обо-
их шарах изменяется либо в том же самом, либо в противоположном направлении. Более
того, — и данное замечание пригодится нам также в дальнейшем, — мы можем зафиксиро-
вать первую из них и предполагать, что равенство элементов пути при качении шаров друг
по другу выражается с помощью уравнения
A1 sinϑ1ϕ
′
1 = A2 sinϑ2ϕ
′
2. (49)
Теперь, с учетом сделанного предположения, находим значения компонент мгновенной
скорости вращения относительно системы координат n(2), v(2), w(2), воспользовавшись (32)
и, соответственно, (36):
A = cos ϑ1ϕ
′
1 − cos ϑ2ϕ′2,




Поскольку C— это компонента скорости вращения, взятая по направлению касательной
к кривой ϑ = const в точке касания шаров, иначе говоря, по направлению нормали к со-
ответствующей меридиональной плоскости, последнее уравнение означает, что мгновенная
ось вращения всегда лежит в соответствующей меридиональной плоскости.22 Таким об-
разом, она будет пересекать ось ξ(2)1 в некоторой точке P . Однако в силу равномерности
исследуемого движения эта точка P должна быть одной и той же для всей последователь-
ности сменяющих друг друга осей вращения; таким образом, все мгновенные оси вращения
должны проходить через одну и ту же неподвижную точку P , лежащую на оси ξ(2)1 ; ина-
че говоря, все они вместе взятые образуют круговой конус, описанный вокруг движущегося
шара. Естественно, то же самое справедливо и для неподвижного шара. Это также означает,
что оба конуса все время касаются друг друга вдоль некоторой образующей и катятся друг
по другу в процессе движения шаров. Очевидно, для этого необходимо, чтобы их вершины
все время совпадали.
Объединяя все полученные выше результаты, можно сформулировать следующее ут-
верждение.
Пусть однородный шар катится по внешней поверхности покоящегося шара, причем
все элементарные части подвижного шара притягиваются к центру неподвижного в соот-
ветствии с законом Ньютона. Тогда оба тела катятся друг по другу вдоль двух окружностей
с одинаковыми скоростями.23 Кроме того, множество всех мгновенных осей вращения пред-
ставляет собой два круговых конуса, описанных вокруг обоих шаров; вершины этих конусов
все время совпадают, а сами они катятся друг по другу с одинаковой скоростью.
22Данный результат можно было предвидеть, поскольку при любом движении качения, как гласит
известное правило, мгновенная ось вращения перпендикулярна общей касательной к обеим кривым
качения, проходящей через точку мгновенного касания.
23Этот результат получил еще Функе, рассуждавший геометрически-синтетическим способом
(Funcke, Zur Theorie des Rollens, p. 41).
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Нам остается еще установить расположение и величину обеих окружностей качения,
а также объяснить, как их можно найти по начальным условиям. Для этого прежде всего
стоит заметить, что данные окружности качения взаимозависимы, как легко увидеть из
уравнения (42), которому можно придать более простой вид, вспомнив, что по нашему
предположению (47) ϑ′′1 = 0:










1 = 0. (50)




2 и заменяя K и A(0) на их
значения (43) и (50), получаем
(7A1 + 5A2) cos ϑ1ϕ
′
1 + 2A2 cos ϑ2ϕ
′
2 = 0
или, с помощью (49),
(7A1 + 5A2) ctg ϑ1 + 2A1 ctg ϑ2 = 0. (51)
Это уравнение задает взаимосвязь двух окружно-
стей качения. Как мы сейчас покажем, обе они, со своей
стороны, полностью определены направлением началь-
ной оси вращения. Мы будем считать, что меридиональ-
ная плоскость второго шара проходит через точку P
мгновенного касания, и проведем на этой плоскости ра-
диус PC2. Ось ξ
(2)
1 тоже лежит в этой плоскости и об-
разует с радиусом C2P угол ϑ2. Проведем также в точ-
ке P касательную PT к содержащейся в плоскости ри-
сунка большой окружности, в направлении возрастания
угла ϑ2. Тогда величины A и B, очевидно, служат компо-
нентами мгновенной скорости вращения по направлению
осей PC2 и PT . Следовательно, для угла T , образован-
ного мгновенной осью вращения и радиусом PC2, спра-
ведлива формула (с учетом (50))










или, с учетом (49),
ctg T = 1
A1 + A2
(A1 ctg ϑ2 −A2 ctg ϑ1). (52)
Воспользовавшись формулой (51), находим отсюда






24О допустимости такого шага см. сноску 18 на с. 418.
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Эти уравнения определяют положение осей ξ(2)i конусов качения, а вместе с тем и по-
ложение окружностей качения, по направлению (начальной) мгновенной оси вращения,
а последняя, очевидно, полностью определена из начальных условий. Тем самым мы по-
лучаем возможность в конце концов вновь освободиться от тех особых предположений,
которые мы сделали по поводу расположения системы координат ξi. Точнее говоря, да-
же при произвольном выборе осей ξi величина угла T может быть найдена по начальным
условиям с помощью уравнения
cos T = A
(0)√
A(0)2 +B(0)2 + C(0)2
.
Тогда мы сразу же можем определить из уравнений (53) углы ϑ1, ϑ2, под которыми,
перпендикулярно касательной к кривой качения, проведенной в начальной точке касания,
радиусы пересекают нормали тех плоскостей, в которых лежат окружности качения. Это
означает, что мы всегда, даже при произвольно заданном начальном состоянии, сможем
записать направляющие косинусы и уравнения интересующих нас плоскостей.
В заключение сделаем еще несколько выводов из уравнений (51) и (53). Из (51) сразу
следует













а это означает, с геометрической точки зрения, что на покоящемся шаре окружность каче-
ния лежит ближе к экватору, чем на движущемся, если измерять расстояние до экватора
как угловое. Если же одна из окружностей качения совпадает с большой окружностью
шара, то то же самое верно и для второй окружности, как легко понять из (52). В соот-
ветствии с уравнением (53), необходимым и достаточным условием этого будет ctg T = 0,
то есть мгновенные оси вращения должны быть перпендикулярны радиусам и, поскольку
в данном случае ϑ = π2 , параллельны осям ξ1, образуя в своей совокупности два круговых
цилиндра. Однако уравнение ctg T = 0, очевидно, означает, что величина A(0), то есть ком-
понента начальной скорости вращения вдоль нормали, равна нулю. Следовательно, окруж-
ности качения на шарах совпадают с большими окружностями тогда и только тогда,
когда конусы, построенные из совокупности мгновенных осей вращения на обоих шарах,
одновременно вырождаются в два круговых цилиндра, то есть когда начальная скорость
вращения, взятая вдоль общей нормали обоих тел, равна нулю.
——————————
Теперь мы хотим, чтобы на нашу систему могла воздействовать сила тяжести. Однако,
желая сделать нашу модель как можно ближе к действительности, мы будем считать, что
второй шар катится внутри первого, то есть первый шар мы будем считать полым. Для
большей наглядности можно даже предположить, что мы убрали верхнюю часть полого
шара; тогда у нас есть модель, вполне реализуемая в действительности, если не считать
условия абсолютной шероховатости поверхностей. В этом случае вступает в силу замеча-
ние, сделанное нами в конце § 3, и мы должны изменить систему обозначений, понимая под
осью n(2) уже не внутреннюю, но внешнюю нормаль второго шара. Тогда системы коорди-
нат n, v, w будут абсолютно одинаковы для обоих шаров; то же самое будет верно и для
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используемых в дальнейшем систем полярных координат ϑ, ϕ на обоих шарах: обе они
будут того же типа, что и координаты, введенные нами на с. 415 для первого шара. Соот-
ветственно, и величины dA(2), dB(2), dΓ(2) будут полностью аналогичны величинам dA(1),
dB(1), dΓ(1), определенным из уравнения (30), то есть примут значения
dA(2) = − cos ϑ2 dϕ2, dB(2) = sinϑ2 dϕ2, dΓ(2) = −dϑ2.
Но тогда уравнения (32) надо заменить на следующие:
A = − cos ϑ2ϕ′2 + cos ϑ1ϕ′1 + ψ′,
B = sinϑ2ϕ
′
2 − (sinϑ1ϕ′1 cosψ − ϑ′1 sinψ),
C = −ϑ′2 + (sin ϑ1ϕ′1 sinψ + ϑ′1 cosψ).
(32′)
Условные уравнения (33) – (35) остаются без изменений; то же самое верно для выра-














а для величин a, b, c, определенных в (7), вместо уравнений (38) будут выполняться следу-
ющие:
a = A2, b = 0, c = 0. (38′)
Сравнивая уравнения (32′), (36′), (38′) с соответствующими им уравнениями (32), (36),
(38) из предыдущей задачи, видим, что обе группы уравнений переходят друг в друга, если
одновременно поменять местами
ϑ2 с − ϑ2 и A2 с −A2. (54)
С другой стороны, при такой одновременной перестановке уравнения (33) – (35) и (37), тоже
справедливые для нашей задачи, никак не изменяются. Однако вышеупомянутые уравне-
ния полностью определяют ход наших вычислений — если не принимать в расчет силы,
действующие на систему. Это означает, что мы имеем право сразу же перенести на иссле-
дуемый сейчас случай все формулы и преобразования из предыдущей задачи, надо только
помнить о замене (54) и, кроме того, о необходимости изменить дифференциальные урав-
нения движения с учетом силы тяжести. Прежде всего объясним, в чем заключаются эти
изменения. Используем в качестве неподвижной системы координат xyz, относительно ко-
торой записываются правые части дифференциальных уравнений динамики (27), и систему
координат ξ(1)i , ось ξ1 которой направлена вертикально вверх (противоположно направле-
нию силы тяжести). Координаты центра тяжести второго шара в этой системе координат
равны
xσ = (A1 −A2) cos ϑ1, yσ = 0, zσ = 0. (55)
Силы, действующие на систему шаров, вырождаются в следующие величины:
X = −mg, Y = 0, Z = 0.
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Тогда дополнительные слагаемые в правой части дифференциальных уравнений Лагран-






















или, с учетом (55) и того, что
∑
mx = Mxσ,
Mg(A1 −A2) sinϑ1, 0, 0, 0, 0. (56)
Аналогично для уравнения живой силы получаем
2(T − T (0)) = 2Mg(A1 −A2)(cos ϑ(0)1 − cos ϑ1). (56′)
Если теперь найти значение T , исходя из выражения (39) с учетом (36), (40), (53) и (54),












= 2Mg(A1 −A2)(cos ϑ(0)1 − cos ϑ1); (57)









cos ϑ1 = const =








cos ϑ(0)1 . (58)
Впрочем, вместо уравнения (43) здесь возникает уравнение
K = 75M(A1 −A2)
2. (43′)
Два уравнения (57) и (58) позволяют определить величины ϑ1 и ϕ1 в квадратурах,
тогда как оставшиеся три переменные можно будет найти из интеграла A = A(0) и из двух
условных уравнений, выражающих тот факт, что элементы пути при качении друг по другу
совпадают.
Теперь сравним интересующее нас движение с движением гироскопа, острие которого
закреплено в центре покоящегося шара. Для этого мы будем представлять себе гироскоп
как тело вращения; кроме того, его ось вращения, которую мы обозначим как ось 1, мож-
но представить с помощью прямой, проходящей через его острие. Сохраним неизменным
смысл координат ϑ1, ϕ1, чтобы они задавали полярные координаты центра тяжести (или
оси вращения) гироскопа, и обозначим массу и главные моменты инерции движущегося
тела через M , M1, M2 соответственно, а расстояние от его центра тяжести до острия —
через l. Тогда переменные ϑ1 и ϕ1 определяются из следующих уравнений
25:
(Ml2 +M2){(sin2 ϑ1ϕ′21 + ϑ′21 )− (ϑ(0)1
′2 + sin2 ϑ(0)1 ϕ
(0)
1















25Carl Neumann, Grundzu¨ge der analytischen Mechanik, Zweiter Artikel, § 2.
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где C(0) представляет собой некоторую константу (а именно, скорость вращения относи-
тельно оси 1). Данная система уравнений полностью согласуется с системой (57) – (58), если













Эти уравнения предоставляют в наше распоряжение только четыре величины (а именно,
M1, M2, C
(0), l), так что мы можем произвольно распорядиться еще двумя величинами.
Прежде всего, будем считать, что величины A(0) и C(0), то есть (постоянные) скорости вра-
щения относительно нормали полого шара, равны друг друг по величине и противоположны




где A обозначает радиус шара. Установив все это, видим, что из формул (59) и (43′) после








В итоге мы можем сформулировать следующее утверждение.
Пусть однородный шар катится по внутренней поверхности неподвижного полого ша-
ра под действием силы тяжести. Кроме того, пусть нам дан гироскоп, острие которого
закреплено в центральной точке O полого шара. Пусть при этом гироскоп имеет форму
однородного шара, а его радиус A и ось l удовлетворяют соотношениям (60). Пусть центры
тяжести обоих движущихся тел лежат в начальный момент времени на одном и том же
полулуче, исходящем из точки O, а их начальные угловые скорости равны и сонаправлены,
в то время как угловые скорости самих тел относительно вышеупомянутого полулуча равны
и противоположно направлены. Тогда оба центра тяжести в течение всего движения лежат
на одном и том же полулуче, исходящем из точки O, более того, на нем же располагается
и соответствующая точка контакта цельного и полого шаров.
С другой стороны, движение центра тяжести шара будет согласовано с движением сфе-
рического маятника с радиусом 75(A1 −A2) тогда и только тогда, когда в начале движения
компонента A(0) скорости вращения относительно нормали полого шара равна нулю (43′).
Это тоже сразу следует из уравнений (57) и (58). При этом еще предполагается, что
в начальный момент времени положение и скорость маятника и центра тяжести шара со-
гласованы друг с другом.
В частности, если центр тяжести шара описывает траекторию плоского маятника27,
то помимо упоминавшегося выше условия A(0) = 0 должно еще иметь место соотноше-
26При таком условии множитель M в уравнении (58′) можно сократить точно так же, как множи-
тель M в системе (57) – (58): установленное выше условие согласованности обоих тел в отношении
их масс оказывается в итоге излишним.
27Этим случаем занимался еще Вальтон (Walton, Collection of Problems of the Theoretical
Mechanics, стр. 492), но он сразу предполагал, что подвижный шар катится вдоль большой окруж-
ности, которая в начальный момент времени лежит в вертикальной плоскости, проходящей через
центр тяжести.
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ние ϕ(0)1
′ = 0. В этом случае кривая качения на движущемся шаре представляет собой
большую окружность: в силу (33) имеем
A2 sinϑ2ϕ
′
2 = −A1ϑ′1 sinψ,
а из (32) и (40) следует
− cos ϑ2ϕ′2 + ψ′ = 0.
Если теперь выбрать систему координат ξ(2)i так, чтобы ψ0 = 0, то из записанных выше
уравнений получаем также ψ′0 и ϕ
(0)
2
′ = 0. Последовательно дифференцируя, можно шаг за
шагом показать, что все производные высших порядков от функций ϕ(0)2 и ψ
(0) обращаются
в нуль, так что кривая качения на втором шаре действительно проходит по меридиану.
Q.e.d.
§6. Скольжение двух шаров друг по другу
В этом параграфе мы рассмотрим в случае скольжения ту же самую задачу, которую
мы исследовали в предыдущем параграфе в случае качения; при этом один из шаров —
первый — вновь сначала предполагается неподвижным. Нам кажется целесообразным за-
менить в этом случае методы, описанные и использованные выше, на другие, о которых
упоминалось во введении (§ 1). В частности, вместо использованных ранее переменных мы
введем другие, непосредственно определяющие положение центра тяжести и направление
главных осей инерции ξ(2)i движущегося шара.
Впрочем, первая часть данной задачи решается сразу: если сохранить смысл полярных
координат ϑ1, ϕ1 из предыдущего параграфа, то они, очевидно, позволят нам полностью
определить положение не только мгновенной точки контакта, но и центра тяжести дви-
жущегося тела. Для того чтобы решить вторую часть задачи, введем три новых перемен-
ных ϑ, f , ϕ: если обозначить через αi, βi, γi направляющие косинусы углов между осями ξ
(2)
i
и каждой из осей неподвижной системы координат x, y, z, то положим28
α1 = − cosϕ cos f cos ϑ− sinϕ sin f,
β1 = − sinϕ cos f cos ϑ + cosϕ sin f,
γ1 = cos f sinϑ,
α2 = − cosϕ sin f cosϑ + sinϕ cos f,
β2 = − sinϕ sin f cos ϑ− cosϕ cos f,
γ2 = sin f sinϑ,
α3 = cosϕ sin ϑ, β3 = sinϕ sinϑ, γ3 = cos ϑ.
(61)
Очевидно, что величины ϑ1, ϕ1 определяют поступательное, а величины ϑ, f , ϕ —
вращательное движение шара. Величина первого движения за элемент времени dt состав-





1 dt; компоненты второго движения в неподвижной системе
28Kirchhoﬀ, Mechanik, p. 43.
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координат xyz с учетом правила 4 из § 2 равны
ωα dt =
∑
βi dγi = − cosϕ sinϑ df − sinϕdϑ,
ωβ dt =
∑
γi dαi = − sinϕ sin ϑ df + cosϕdϑ,
ωγ dt =
∑
αi dβi = − cos ϑ df + dϕ.
(62)
Тем самым находим, что живая сила T —











— выражается по формуле







′2 + f ′2 − 2 cos ϑϕ′f ′). (63)
Теперь мы вновь, как и в предыдущем параграфе, прежде всего предположим, что все
элементарные части второго шара притягиваются к центру покоящегося шара по закону
Ньютона и никакие другие силы не действуют. Тогда, как и раньше, мы можем полно-
стью пренебречь этими силами при построении дифференциальных уравнений Лагранжа,
принимая в расчет только выражение для 2T . Имеет смысл разбить это выражение на две
части












1 − 2 cos ϑϕ′f ′)
(64)
и рассматривать при обсуждении поступательного движения только первую из них, а при
обсуждении вращательного движения — только вторую. Это последнее движение в интере-
сующем нас случае исследуется очень просто. Очевидно, что дифференциальное уравнение
для переменной ϕ сводится к интегралу
M(ϕ′ − cosϑf ′) = const,
или, с учетом (62),
Mωγ = const,
или, с геометрической точки зрения: компонента скорости вращения относительно оси z
представляет собой константу. Поскольку направление оси z может, очевидно, выбираться
совершенно произвольным, данная компонента скорости вращения должна быть постоян-
ной относительно любого направления, иначе говоря, и сама скорость вращения должна
быть постоянной как по величине, так и по направлению в пространстве, причем относи-
тельно шара — тоже. Переходя к поступательному движению, будем рассматривать только
первое из выражений (64):






Его, очевидно, можно понимать как представление живой силы у точки с массой M при дви-
жении по шару радиуса (A1+A2), концентрическому с покоящимся шаром. Соответственно,
и дифференциальные уравнения Лагранжа для переменных ϑ1 и ϕ1 можно понимать как
уравнения движения такой точки. Но, как известно, эти дифференциальные уравнения,
записанные в предположении об отсутствии каких-либо сил, действующих на систему, да-
ют нам траекторию, представляющую собой большую окружность, движение по которой
происходит равномерно. Следовательно, так же должна выглядеть и траектория центра
тяжести нашего шара.
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Итак, пусть однородный шар скользит по другому шару, остающемуся в покое; пусть
при этом все его элементарные части притягиваются к центру неподвижного шара по закону
Ньютона. Тогда этот шар вращается с постоянной скоростью вокруг постоянной оси, прохо-
дящей через его центр тяжести, причем эта ось сдвигается в пространстве параллельно себе
самой так, что центр тяжести движущегося шара перемещается по большой окружности
некоторого шара, концентрического с покоящимся, с равномерной скоростью.
——————————
Теперь обратимся к тому случаю, когда на шар действует сила тяжести. Как и в пре-
дыдущем параграфе, мы будем при этом считать, что подвижный шар скользит по внут-
ренней поверхности неподвижного. Вновь предположим, что ось ξ(1)1 направлена противо-
положно силе тяжести; тогда, как и выше в формуле (56′), получаем, что потенциал U
принимает значение
U = Mg(A1 −A2)(cos ϑ(0)1 − cos ϑ1).
Поскольку переменные ϑ, f , ϕ никак не участвуют в записи функции U, сила тяже-
сти никак не влияет на вращение шара. Что касается поступательного движения, то при
построении соответствующих уравнений Лагранжа надо заменить стоявшее там ранее вы-
ражение T1 на выражение






1 ) + Mg(A1 −A2)(cos ϑ(0)1 − cos ϑ1).
Записанные для этого выражения уравнения Лагранжа, очевидно, тождественны уравне-
ниям движения сферического маятника с массой M и радиусом (A1 −A2).
Итак, пусть однородный шар скользит по внутренности полусферы под действием силы
тяжести. Тогда он будет вращаться с равномерной скоростью вокруг постоянной оси, прохо-
дящей через его центр тяжести, в то время как его центр тяжести будет двигаться подобно
сферическому маятнику, положение и скорость которого в начале движения необходимо
согласовать с положением и скоростью шара.29
Замечание 1. Имеет смысл отметить, что представленные здесь соображения за-
служивают некоторого обобщения. Представим себе, что шар скользит по какой-то произ-
вольной поверхности; очевидно, что его центр будет двигаться по параллельной поверхно-
сти, построенной на расстоянии радиуса шара от исходной. Теперь представим себе, что
все элементарные части шара притягиваются к какому-то неподвижному центру по закону
Ньютона. Тогда, рассуждая так же, как и раньше, мы придем к следующему результату:
шар вновь будет вращаться с равномерной скоростью вокруг оси с постоянным направле-
нием, а его центр тяжести будет двигаться по параллельной поверхности F так, как если
бы в нем была сконцентрирована вся масса шара и одновременно все силы, действующие
на шар, действовали бы только на него.
Замечание 2. Точно таким же способом можно решить следующую задачу.
Пусть два однородных шара двигаются в пространстве и одновременно скользят друг
по другу. Пусть при этом каждая элементарная часть одного шара притягивается к каждой
элементарной части другого по закону Ньютона.
29Это согласование с движением сферического маятника было найдено уже у Амтора (Amthor,
U¨ber die Bewegung eines Ko¨rpers auf einer krummen Fla¨che, Leipzig, 1868, § 6, p. 18).
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Обозначим через xσ, yσ, zσ координаты центра тяжести всей системы в неподвижной
системе координат, через Θ и Φ — полярные координаты, задающие положение центров
шаров относительно точки (xσ, yσ, zσ), а через ϕ1, f1, ϕ1, ϑ2, f2, ϕ2 — углы, которые в соот-
ветствии с уравнениями (61) определяют положение главных осей обоих тел в пространстве.
Тогда, анализируя движение тел по отдельности, что соответствует изменению отдельных
аргументов, мы найдем следующее значение для живой силы системы:







M (1) +M (2)





1 − 2 cos ϑ1f ′1ϕ′1) +M(2)(ϑ′22 + f ′22 + ϕ′22 − 2 cos ϑ2f ′2ϕ′2). (65)
При построении уравнений Лагранжа мы можем вновь не принимать в расчет силы,
действующие на тела. Поэтому, рассуждая точно так же, как и раньше, мы исследуем
записанное выше выражение (65) и получим следующий результат.
Центр тяжести всей системы движется прямолинейно и равномерно, тогда как центры
обоих шаров движутся с одинаковой скоростью по окружности, которая лежит на плоско-
сти, проходящей через вышеупомянутый центр тяжести и жестко с ним связанной; кроме
того, оба шара вращаются с равномерной скоростью вокруг двух осей, проходящих через
их центры и сохраняющих свое направление в пространстве.
——————————
Глава 3. Качение и скольжение плоской поверхности,
в частности, однородного кругового диска, по горизонтальной
плоскости под действием силы тяжести
§7. Вводные замечания. Обозначения
Теперь обратимся к другому частному случаю рассмотренной выше задачи, когда одно
тело вырождается в горизонтальную плоскость, а другое — в плоскую поверхность.30
Если попытаться исследовать этот случай аналитически, как один из частных слу-
чаев приведенных выше рассуждений, то мы тут же столкнемся с одним затруднением:
при переходе от качения либо скольжения тел к качению либо скольжению поверхностей
в общем случае неизбежно возникает скачок. Отсюда сразу следует, что мы должны ввести
совершенно другие координаты и изменить некоторые определения. Так, например, коорди-
нат v(2), w(2) здесь не будет, так как положение точки касания на поверхности, то есть, в на-
шем случае, на ограничивающей эту поверхность кривой, определяется уже только одной
переменной; кроме того, здесь приходится ввести новый определяющий элемент, задающий
наклон поверхности относительно горизонтальной плоскости. Соответственно, и систему
координат n(2), v(2), w(2) необходимо заменить на другую, более подходящую для новых
переменных. Впрочем, после всех этих изменений остальная часть рассуждений окажется
30По-видимому, в имеющейся на настоящий момент литературе данная задача не рассматрива-
лась, если не считать упоминания о ней у Амтора (Amthor, U¨ber die Bewegung eines Ko¨rpers auf einer
krummen Fla¨che, Leipzig, 1868, p. 18): автор вычисляет живую силу кругового диска, скользящего
по плоскости, но дальнейшие характеристики не обсуждаются.
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совершенно аналогичной общему случаю, рассмотренному нами в § 3; записанные там фор-
мулы после необходимых изменений остаются в силе и для нашего случая; они приведут
нас к совершенно аналогичным конечным формулам для живой силы. И все же в дальней-
шем мы предпочтем вывести необходимые нам формулы непосредственно, с самого начала,
не ссылаясь на предыдущие результаты.
Прежде всего договоримся об обозначениях. Введем систему координат x, y, z, жест-
ко связанную с горизонтальной плоскостью; пусть ее ось x направлена вертикально вверх.
В дальнейшем мы будем использовать систему координат ξ1, ξ2, ξ3, жестко связанную с по-
верхностью и проходящую через ее центр тяжести; пусть оси этой системы тождественно
совпадают с тремя главными осями инерции данной поверхности, причем ось ξ1 направле-
на перпендикулярно поверхности. Как и всегда, обе системы должны быть положительной
(правой) ориентации. Кроме того, зададим направление обхода кривой, ограничивающей
поверхность, а именно: оно считается положительным, если при движении мы переходим
от положительного направления оси ξ2 к положительному направлению оси ξ3. Будем счи-
тать, что положение точки на граничной кривой определено переменной ϕ, возрастающей
при обходе кривой в положительном направлении.
Далее, отметим на горизонтальной плоскости точку мгновенного касания P и прове-
дем из нее касательную к граничной кривой в положительном направлении обхода; эта
касательная лежит в горизонтальной плоскости; пусть она образует с положительным на-
правлением оси y угол ψ, который отсчитывается от положительного направления оси y
к положительному направлению оси z. Затем проведем в точке P внутреннюю нормаль
к граничной кривой. Если обозначить касательную и нормаль через t и n, то системы коор-
динат ξ2ξ3 и tn на исследуемой поверхности будут конгруэнтны. Если же теперь провести
через точку P ту нормаль к поверхности, которая сонаправлена с осью ξ1, то система ко-
ординат Ntn будет конгруэнтна введенным ранее системам.
Введем еще и третью переменную u, равную углу между осями x и ξ1 (или N), причем
угол u должен отсчитываться так, чтобы он всегда принимал значения от 0 до π.
Наконец, введем еще одну систему координат x′tn′, у которой начало координат сов-
падает с точкой P , а ось x′ параллельна оси x, тогда как другие две оси t, n′ получаются
из осей y и z поворотом на угол ψ; в зависимости от того, острый угол u или тупой, ось n′
обозначает проекцию положительного либо отрицательного направления оси n на горизон-
тальную плоскость.
Задав аргументы u, ψ, ϕ, мы полностью определим положение поверхности, за ис-
ключением положения ее точки касания P с горизонтальной плоскостью; если обозначить
координаты этой точки на поверхности через y и z, то пяти аргументов
u, ϕ, ψ, y, z
полностью достаточно, чтобы определить положение поверхности. При скольжении эти
пять аргументов не зависят друг от друга, а при качении их связывают друг с другом










= y′ cosψ + z′ sinψ,
0 = −y′ sinψ + z′ cosψ;
(1)
здесь dσ обозначает элемент пути граничной кривой поверхности.
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§8. Живая сила движения и дифференциальные уравнения
динамики
При вычислении живой силы мы вновь абстрагируемся — причем из прежних сооб-
ражений, изложенных в конце § 4, — от разницы между скольжением и качением и будем
рассматривать общее движение плоской кривой поверхности, все время соприкасающейся
с горизонтальной плоскостью (причем только в одной точке). Живую силу такого движения
можно представить в форме







где vσ обозначает скорость центра тяжести, ωi — компоненты мгновенной скорости враще-
ния относительно трех главных осей инерции, M — массу, а Mi — три главных момента
инерции поверхности. Для того чтобы определить возникающие здесь величины vσ, ωi,
вновь проанализируем бесконечно малое движение поверхности; для этого, как и раньше
(в § 3), представим себе, что пять аргументов ψ, ϕ, u, y, z по отдельности получают при-
ращения dψ, dϕ, du, dy, dz, и зададимся вопросом, какие движения соответствуют этим
отдельным приращениям. Сразу понятно, что приращения dψ, dϕ, du означают повороты,
а dy, dz — параллельные переносы.
Пусть теперь угол ψ переходит в ψ + dψ, тогда происходит поворот вокруг вертикаль-
ной оси, проходящей через точку касания. Скорость этого поворота относительно оси x
или x′ равна ψ′, тогда как ее компоненты относительно осей N (или ξ1) и n равны ψ′ cos u
и ψ′ sinu. Разложим последнюю компоненту по осям ξ2 и ξ3. Уточним теперь смысл вве-
денной выше переменной ϕ с таким расчетом, чтобы она обозначала угол между внешней
нормалью к граничной кривой (то есть отрицательным направлением оси n), приведенной
в точке касания, и осью ξ2, где угол отсчитывается от положительного направления оси ξ2
к положительному направлению оси ξ3. Тогда выражения (−ψ′ sinu cosϕ) и (−ψ′ sinu sinϕ)
представляют собой компоненты скорости ψ′ sinu относительно осей ξ2, ξ3.
Во-вторых, рассмотрим приращение переменной ϕ. Ему соответствует поворот, после
которого горизонтальной плоскости будет касаться не точка (ϕ) граничной кривой, а точ-
ка (ϕ + dϕ). Построим в обеих вышеупомянутых точках граничной кривой внутренние нор-
мали, а затем проведем нормаль к поверхности в их точке пересечения S. Очевидно, что
построенная нами линия и представляет собой ось вращения. Величина поворота измеря-
ется непосредственно через смежный угол dϕ; при этом следует еще заметить, что поворот
происходит по направлению не возрастания, а убывания угла ϕ. Поэтому скорость вращения
относительно оси N (или ξ1) равна −ϕ′, тогда как ее компоненты относительно осей x′, t, n′
равны −ϕ′ cos u, 0, ϕ′ sinu.
В-третьих, увеличению угла u на du соответствует вращение вокруг оси t со скоро-
стью u′. Компоненты этой скорости относительно осей ξ1, ξ2, ξ3 равны 0, −u′ sinϕ, u′ cosϕ.
Тем самым мы определили все возникающие в задаче повороты; их можно объединить
в суммарный поворот, компоненты скорости которого относительно осей ξ1, ξ2, ξ3 принима-
ют значения
ω1 = ψ
′ cos u− ϕ′, ω2 = −ψ′ sinu cosϕ− u′ sinϕ,
ω3 = −ψ′ sinu sinϕ + u′ cosϕ,
(3)
а относительно осей x′, t, n′ — значения
ωa = ψ
′ − ϕ′ cos u, ωb = u′, ωc = ϕ′ sinu′. (4)
Для того чтобы найти живую силу, нам надо выяснить, какой сдвиг претерпевает центр
тяжести поверхности при таком повороте. Сперва рассмотрим поворот (−ϕ′): центр тяже-
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сти S′ претерпевает сдвиг −ρ dϕ, при условии, что мы считаем SS′ = ρ. Если обозна-
чить через τ угол между отрезком SS′ и осью t, то компоненты этого сдвига относительно
осей x′, t, n′ равны
−ρ dϕ cos τ sinu, ρ dϕ sin τ, −ρ dϕ cos τ cosu (5)
соответственно.
У нас остаются еще два поворота со скоростями ψ′, u′, происходящие, соответственно,
вокруг осей x′ и t, проведенных в точке касания. Обозначим через a, b, c координаты центра
тяжести в системе координат x′tn′; тогда при таких поворотах он сдвигается на расстояния
(u′c)dt, (−ψ′c)dt, (−u′a + ψ′b)dt (6)
относительно осей x′, t, n′ (см. п. 4, § 2).
Остаются еще параллельные переносы y′ dt, z′ dt, соответствующие приращениям dy, dz;
их значения относительно тех же самых осей координат —
0, (y′ cosψ + z′ sinψ)dt, (−y′ sinψ + z′ cosψ)dt.
Складывая эти три выражения с записанными ранее (5) и (6) и находя сумму квадра-
тов этих трех компонент, получаем величину, обозначенную в формуле (2) как v2σ. С другой
стороны, величины ωi, стоящие в формуле (3), очевидно, тождественны величинам, сто-
ящим в формуле (2) и обозначенным точно так же. В итоге получаем, что живая сила
поверхности выражается по формуле
2T = M
⎧⎪⎨⎪⎩
(u′c− ρϕ′ cos τ sinu)2+
+ (y′ cosψ + z′ sinψ − ψ′c + ρϕ′ sin τ)2+









где τ обозначает только что определенную нами функцию от ϕ, а под ω1, ω2, ω3 мы понимаем
выражения, определенные в (3).
Теперь несложно записать дифференциальные уравнения динамики. Считаем,
что из всех сил на систему действует только сила тяжести. Тогда слагаемые, стоящие

























Очевидно, что a зависит только от ϕ и u, поэтому первое слагаемое тоже обращается
в нуль, так что действующая в задаче сила тяжести будет представлена в правой части






Уравнение живой силы выглядит так:
2(T − T (0)) = 2Mg(a(0) − a). (8)
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При качении уравнения Лагранжа принимают ту же форму, что и уравнения (27) из § 4;
роль условных уравнений (26) в нашем случае играют уравнения (1):
dσ
dt
≡ Lϕ′ = y′ cosψ + z′ sinψ,
0 = −y′ sinψ + z′ cosψ.

















































= λ sinψ + μ cosψ.
(10)
Кроме того, в обоих случаях есть еще интеграл (18) живой силы. В случае скольжения







потому что выражение (7) для величины T вообще не содержит переменных y и z.
В явном виде эти уравнения выглядят так:
M
{
(y′ cosψ + z′ sinψ − ψ′c− ρϕ′ cos τ) cosψ−





(y′ cosψ + z′ sinψ − ψ′c− ρϕ′ cos τ) sinψ+
+(−y′ sinψ + z′ cosψ − u′a + ψ′b− ρϕ′ sin τ cos u) cosψ
}
= const.
Нетрудно понять, каков их геометрический смысл: в соответствии с проведенным выше
анализом, выражения, стоящие в круглых скобках, обозначают значения движения центра
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тяжести по направлениям t и n′, а выражения, стоящие в фигурных скобках, обозначают
ту же самую величину, но по направлениям y и z. Иначе говоря, движение центра тяже-
сти, разложенное по осям y и z, является равномерным. Итак, если плоская поверхность
скользит по горизонтальной плоскости под действием силы тяжести, то проекция ее
центра тяжести на горизонтальную плоскость движется прямолинейно и равномерно.
Более того, в случае скольжения можно записать еще один интеграл, если предвари-
тельно преобразовать выражение (7) для живой силы, а именно: в силу уравнения (2),
коэффициент, стоящий при массе M в этом выражении, обозначает квадрат скорости цен-
тра тяжести, а в соответствии с нашими предыдущими рассуждениями его первое слагае-
мое — это квадрат скорости относительно оси x′, то есть в вертикальном направлении; тогда
остальные два слагаемых представляют собой квадраты скорости проекции S′ центра тя-
жести на горизонтальную плоскость. Следовательно, их можно заменить на сумму y′2σ +z′2σ ,
где yσ, zσ обозначают координаты точки S′. В результате мы можем переписать представ-
ление (7) живой силы в форме
2T = M
{









где помимо производных от yσ, zσ еще стоят производные от переменных ψ, ϕ, u. В случае
скольжения вышеупомянутые пять переменных не зависят друг от друга, так что приме-
нимость уравнений Лагранжа к уравнению (11) не вызывает никаких сомнений, и первые
три дифференциальные уравнения (9) для переменных u, ϕ, ψ остаются в силе без каких-
либо изменений. Но тогда уравнение для переменной ψ, в котором величины c, ρ, τ зависят
только от u и ϕ, а величины (3) ωi содержат только ψ





который в соответствии с правилом 7 из § 2 представляет собой теорему площадей для
той оси, вокруг которой вращалось бы подвижное тело, если бы изменялся один только
угол ψ. В нашем случае эта ось, очевидно, перпендикулярна горизонтальной плоскости;
если же учесть, к примеру, что переменные yσ, zσ при таком вращении не изменяются, то
легко понять, что она должна проходить через центр тяжести. В итоге получаем следующее
утверждение:
Пусть плоская поверхность скользит по горизонтальной плоскости под действием
силы тяжести. Тогда для вертикали, проходящей через центр тяжести, справедлива
теорема площадей.31
31В силу только что полученного утверждения горизонтальная проекция центра тяжести, а вместе
с ней и вертикальная ось, проходящая через этот центр, участвуют в равномерном прямолинейном
движении; тогда, как следует из известной теоремы механики, обсуждавшаяся в тексте теорема
площадей справедлива и для любой неподвижной вертикальной оси. Впрочем, только что сфор-
мулированное утверждение вытекает и непосредственно из общих принципов механики, так как
все возникающие у нас силы (а именно, сила тяжести и сила реакции горизонтальной плоскости)
действуют перпендикулярно этой последней плоскости. Более того, из тех же соображений понятно,
что мы могли бы получить упоминавшееся выше утверждение о движении центра тяжести сразу
из общих принципов механики.
Заметим, что оба найденные здесь интеграла были получены еще д-ром Максом Рихтером в слу-
чае тела, скользящего по горизонтальной плоскости (Max Richter, U¨ber die Bewegung eines Ko¨rpers
auf einer Horizontalebene, Leipzig, 1887, § 11).
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§9. Применение найденных формул к качению однородного
кругового диска
В дальнейшем мы займемся частным случаем движения однородного кругового диска по
горизонтальной плоскости под действием силы тяжести. Для начала, в данном параграфе,
мы рассмотрим качение.
Заметим, что вместо гипотезы об однородности мы могли бы выдвинуть и более общее
предположение о том, что плотность зависит только от радиуса.
В интересующем нас случае выражение (7) для живой силы существенно упрощается,
поскольку все нормали к граничной окружности пересекаются в центральной точке, то есть
в центре тяжести диска, так что отрезок ρ все время равен нулю.
В дальнейшем будем считать, что величины a, b, c, то есть координаты центра тяжести
в системе координат x′tn′, принимают значения
a = A sinu, b = 0, c = A cos u,
где A обозначает радиус диска.
Наконец, заметим, что в случае однородного кругового диска, масса которого равна M ,
справедливы соотношения




так что выражение (7) принимает вид
2T = MA2
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩






















′ cosu− ϕ′)2 + 14(ψ
′2 sin2 u + u′2)
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, (12)
а уравнение (8) живой силы теперь выглядит так:
2(T − T (0)) = 2MgA(sin u0 − sinu). (13)
















С учетом всего вышесказанного, если заметить еще, что сами переменные ϕ, y, z в вы-
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Для начала перепишем последние два уравнения в явном виде, для чего найдем стоя-
щие в левой части частные производные и воспользуемся условными уравнениями (14):
MA2 d
dt
[(ϕ′ − ψ′ cos u) cosψ + u′ sinu sinψ] = λ cosψ − μ sinψ,
MA2 d
dt
[(ϕ′ − ψ′ cos u) sinψ − u′ sinu cosψ] = λ sinψ + μ cosψ.






(ϕ′ − ψ′ cosu) + u′ sinuψ′
]
= λ.











(ϕ′ − ψ′ cos u) + u′ sinuψ′ = 0. (16)
Кроме того, рассмотрим уравнение (15b); если взять в нем частные производные, вос-
пользоваться условными уравнениями (14), а также сократить множитель MA2, то это






′ cosu− ϕ′) cos u + 14ψ
′ sin2 u
]
− sinuu′ϕ′ = 0.
Находя здесь полную производную с учетом полученного выше уравнения (16) и вы-
полняя элементарные преобразования, приходим к уравнению
ψ′′ sinu + 2ϕ′u′ = 0, (17)
в котором мы сократили обе части на множитель sinu, так как он обращается в нуль, только
когда u = 0 или u = π, то есть когда подвижное тело плашмя лежит на горизонтальной
плоскости.
С другой стороны, уравнение (16) после дифференцирования принимает простой вид
3ϕ′′ − 3ψ′′ cos u + 5ψ′ sinuu′ = 0. (18)
Уравнения (17) и (18) вместе с уравнением (13) живой силы, из которого надо пред-
варительно исключить переменные y и z, воспользовавшись условными уравнениями (14),
определяют величины ϕ, ψ, u как функции времени. Затем условные уравнения (14) поз-
волят нам найти кривую качения на плоскости.
Исследуя уравнения (17) и (18), можно сделать несколько важных выводов о природе
интересующего нас движения. Данные уравнения однородны по ϕ′′, ψ′′, u′ и помимо этих
величин содержат в качестве переменной только u, поэтому ϕ′ и ψ′ можно представить
в виде функций от одной только переменной u. Действительно, положим
ϕ′ = f1(u), ψ
′ = f2(u) (19)










и подставим данные значения в формулы (17) и (18); затем избавимся от u′, после чего
у нас останутся соотношения
df2
du






cosu + 5f2 = 0.
(20)
Проинтегрировав эту систему дифференциальных уравнений, мы получим функции
f1, f2, то есть величины ϕ
′, ψ′ как функции от u. Подставляя данные значения в уравне-
ние (13) живой силы и одновременно исключая из него y′ и z′ с помощью условных уравне-
ний, мы получим одну только u′, представленную как функция от u. Отсюда сразу понятно,
что переменная u может изменяться только двумя способами: она либо монотонно убывает,
либо монотонно возрастает до граничных значений 0 либо π, означающих опрокидывание
движущегося тела; или же переменная u все время изменяется между некоторыми гранич-
ными значениями, которые всегда остаются одними и теми же, потому что u′ обращается
в нуль всегда при одном и том же значении u; в промежутке между этими граничными
значениями одним и тем же значениям u всегда соответствуют одни и те же значения ве-
личин u′, ϕ′, ψ′, иначе говоря, движение будет периодическим.
В дальнейшем мы полностью исключаем из рассмотрения первую возможность, то есть
опрокидывание, и сосредоточимся только на случае бесконечного периодического движе-
ния. Можно дать следующее более точное описание данного движения.
Вертикальный подъем подвижного тела периодически колеблется между двумя
постоянными граничными значениями, тогда как кривая качения на плоскости
ограничена двумя концентрическими окружностями и состоит исключительно
из конгруэнтных участков, каждый из которых к тому же распадается на две
симметричные половины.
(21)
Первая часть этого утверждения сразу следует из того, что производная u′ зависит
только от u; вторая часть вытекает из того, что — в силу самой природы периодического
движения — все участки кривой качения, соответствующие полному периоду, конгруэнтны
друг другу, более того, каждый следующий из них должен получаться из предыдущего по-
воротом на один и тот же угол. Начальная и конечная точки для каждого периода лежат на
некоторой окружности, и то же самое верно для всех соответствующих друг другу точек из
разных периодов. Среди всех этих — очевидно, концентричных — окружностей непременно
найдутся наибольшая и наименьшая; кривая качения будет заключена между ними. Если
теперь считать границами каждого такого периода два последовательных максимальных
значения u, то лежащее между ними минимальное значение u разбивает каждый период на
две половины, в пределах которых при одном и том же значении u величины ϕ′ и ψ′ одина-
ковы, а величины ϕ′′, ψ′′, u′ принимают противоположные значения; отсюда легко понять,
что участки кривой качения, соответствующие этим половинам, будут симметричны.
В частном случае обе окружности, ограничивающие кривую качения, могут сливаться
в одну, то есть кривая качения превращается в окружность. Выясним, когда это происходит.
Пусть r обозначает радиус окружности, так что ±r dψ, где dψ обозначает смежный угол
кривой качения, — это элемент пути на плоскости. С другой стороны, ±Adϕ задает элемент
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пути на диске. В случае качения оба элемента должны совпадать, поэтому если предполо-
жить, что переменные ϕ и ψ изменяются в одном и том же направлении — чего, очевидно,
всегда можно добиться, выбрав подходящим образом систему координат ξ1, ξ2, ξ3, — у нас
возникает уравнение
rψ′ = Aϕ′ (22)
или






Используя это соотношение, мы можем переписать уравнения (17) и (18) в виде
sinuψ′′ + 2ku′ψ′ = 0,
3(k − cos u)ψ′′ + 5 sinuu′ψ′ = 0.
Из данных уравнений следует, что либо величины ψ′′ и u′, либо определитель∣∣∣∣∣∣ sinu 2k3(k − cos u) 5 sin u
∣∣∣∣∣∣
равны нулю в течение всего движения.32 В обоих случаях u все время будет константой;
тогда в силу (19) то же самое будет верно для ϕ′ и ψ′. Справедлив и обратный результат:
если величина u все время постоянна, тогда то же самое верно для ϕ′ и ψ′, а значит, и для
радиуса кривизны ρ = Aϕ
′
ψ′
кривой качения, следовательно, кривая качения представляет
собой окружность.
Для того чтобы понять, в каком случае u сохраняет постоянное значение, воспользу-






′ − ψ′ cos u)ψ′ sinu + 14ψ
′2 sinu cos u
]
= MgA cos u.
Если u — константа, то производная u′′, стоящая в этом соотношении, обращается






0 sinu0 − 54ψ
′2




где нулевой индекс мы поставили для того, чтобы напомнить себе, что данное уравнение
справедливо, в частности, и для начального состояния. Наоборот, как нетрудно убедиться,
записанное выше уравнение (24) служит достаточным условием того, что кривая качения
представляет собой окружность.
32Случай, когда в нуль обращаются ψ′′ и ψ′, можно сразу исключить, так как в этом случае
в нуль обращаются также ϕ′, в силу (22), и y′ с z′, в силу (15), то есть при движении исследуемого
тела изменяться может только u. Но тогда движущееся тело будет попросту опрокидываться около
оси t, а мы исключили этот случай из рассмотрения, когда формулировали утверждение (21).
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Для того чтобы найти радиус r этой окружности, подставим в уравнение (24) соотно-





(4g + 5ψ′20 A sinu0) ctg u0. (25)
Как показывает данная формула, размеры окружности качения могут принимать все
значения от 0 до∞. Нижняя граница достигается, когда ctg u0 = 0, то есть u0 = π2 ; верхняя
граница — если исключить тот случай, когда sinu0 = 0 и подвижное тело лежит плашмя на
горизонтальной плоскости, — при ψ′0 = 0. Впрочем, в последнем случае в силу (24) u0 опять
равно π2 , так что оба раза в начале движения тело должно располагаться перпендикуляр-
но горизонтальной плоскости. Из (24) следует, что либо ϕ′0, либо ψ′0 должны обращаться
в нуль; если они обращаются в нуль одновременно, то, поскольку u сохраняет постоянное
значение, никакого движения вообще не возникает; если в нуль обращается только ϕ′0, то
тело вращается с равномерной скоростью вокруг вертикальной прямой, проходящей через
точку касания; если, наоборот, в нуль обращается только ψ′0, то тело вращается с равномер-
ной скоростью вокруг нормали к диску, проходящей через соответствующую точку касания,
и катится по некоторой прямой, лежащей в горизонтальной плоскости.
Объединим все полученные результаты в следующем утверждении.
Кривая качения на плоскости представляет собой окружность тогда и только тогда,
когда в течение всего движения наклон движущегося тела к горизонтальной плоскости не
изменяется. Для этого начальные значения ϕ′0, ψ
′
0, u0 должны быть связаны друг с дру-
гом соотношением (24). Тогда радиус окружности качения должен удовлетворять форму-
ле (25). Окружность вырождается в прямую тогда и только тогда, когда подвижное тело
в начальный момент времени перпендикулярно горизонтальной плоскости и вращается во-
круг нормали к поверхности, проходящей через точку касания. Кроме того, во всех случаях
движение происходит так, что центр тяжести лежит над вогнутой стороной окружности.
Последнее утверждение доказывается так: примем за начало си-
стемы координат xyz центр окружности, при этом переменная ψ воз-
растает по направлению часовой стрелки (см. рис.); то же самое будет
верно и для переменной ϕ, так как мы предполагали, что ϕ и ψ изме-
няются всегда в одном направлении; но тогда и касательная t, которая
по нашему предположению всегда направлена в сторону возрастания ϕ,
расположена по часовой стрелке. Системы координат yz и tn′ конгру-
энтны, поэтому ось n′ направлена внутрь окружности. Но центр тя-
жести A лежит в вертикальной плоскости, проходящей через ось n′,
и одновременно на оси n, которая наклонена к n′ под углом u, а в силу
уравнения (25) этот угол u должен быть острым, так как величина r
по своей природе — положительная. Таким образом, точка A лежит с внутренней стороны
окружности. Q.e.d.
Замечание. В рассмотренном здесь особом случае поверхность с круговой границей
можно получить без скачка, выполнив предельный переход от качения и скольжения трех-
мерного тела к поверхности, что позволяет нам понять, какие ограничения накладываются
на утверждение, сформулированное нами в начале § 7. С этой целью будем исходить из дви-
жения эллипсоида вращения по горизонтальной плоскости. Помимо координат y, z точки
касания, положение эллипсоида определяется тремя переменными ψ, ϕ, u. При этом угол ψ
следует понимать в соответствии с определением из главы 1 (§ 2), тогда как ϕ обозначает
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меридианный угол, а u — наклон оси вращения относительно оси x (или внутренней норма-
ли, построенной в точке касания). Если обозначить длину оси вращения эллипсоида через d,
а длину других его осей через A, то, выполняя предельный переход, то есть полагая d = 0,
мы получим только что рассмотренный случай кругового диска, причем переменные ψ, ϕ, u
надо будет понимать так, как указано в § 7.
§10. Скольжение однородного кругового диска
Решая задачу о скольжении кругового диска, мы будем исходить из выражения (11)
для живой силы. Поскольку, как было отмечено в начале § 9,
ρ = 0, a = A sinu, b = 0, c = A cos u,

















′ − ψ′ cos u)2 + 14ψ
′2 sin2 u
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭. (26)
При этом можно также заметить, что уравнение живой силы выглядит точно так же,
как и в предыдущем параграфе (уравнение (13)):
2(T − T (0)) = 2MgA(sin u0 − sinu). (27)
Общие интегралы, выведенные ранее (§ 8) для скольжения, которое представляет собой
равномерное движение горизонтальной проекции центра тяжести, а также закон площадей
относительно вертикальной прямой, проходящей через центр тяжести, разумеется, остают-
ся в силе и для нашего случая. С аналитической точки зрения они представляются в виде
дифференциальных уравнений Лагранжа для переменных yσ, zσ, ψ. Кроме того, в нашем





2(ϕ′ − ψ′ cos u) = const.
Поскольку стоящая здесь величина ϕ′ − ψ′ cos u в силу уравнения (3) равна ω1, то
есть скорости вращения относительно нормали к диску, данный интеграл означает, что эта
компонента вращения постоянна.
Итак, пусть круговой диск скользит по горизонтальной плоскости под действием силы
тяжести; тогда
во-первых, его скорость вращения относительно нормали к диску постоянна,
во-вторых, справедлив закон площадей относительно вертикальной прямой, проходя-
щей через центр тяжести,
в-третьих, горизонтальная проекция центра тяжести движется равномерно и прямо-
линейно.
Остается еще траектория точки касания P (y, z) в горизонтальной плоскости. Посколь-
ку движение горизонтальной проекции S′ (yσ, zσ) центра тяжести известно нам из всего
вышесказанного, эта задача сводится к поиску относительного движения точки P по от-
ношению к точке S′, то есть к отысканию координат y − yσ, z − zσ .
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Напомним, что координаты центра тяжести или его проекции S′ в системе координат tn′
(см. начало § 9)
b = 0, c = A cos u,
с другой стороны, у нас
b = (yσ − y) cosψ + (zσ − z) sinψ, c = −(yσ − y) sinψ + (zσ − z) cosψ,
поскольку эта система повернута относительно системы координат yz на угол ψ. Отсюда
следует
y − yσ = A cos u sinψ,
z − zσ = −A cos u cosψ.
(28)
Эти уравнения и определяют относительное движение точки P . К этому можно еще




= const и уравнения (27) живой силы
величины ϕ′, ψ′, u′ можно представить в виде функций, зависящих только от u, в точности
как в предыдущем параграфе. Тогда, по аналогии со сказанным там, получаем следующий
результат.
Относительная траектория точки контакта в горизонтальной плоскости, взятая по от-
ношению к горизонтальной проекции центра тяжести подвижного тела, расположена меж-
ду двумя концентрическими окружностями и состоит из последовательности конгруэнтных
участков, каждый из которых распадается на две симметричные половины.
Настоящая кривая скольжения в горизонтальной плоскости получается при сложении
относительного периодического движения точки P с прямолинейным поступательным дви-
жением точки S′; в общем случае можно утверждать только то, что эта кривая должна
быть ограничена двумя параллельными прямыми, расстояние между которыми не должно
превосходить модуля abs(2A cos um), где um обозначает минимальный угол наклона движу-
щегося тела к горизонтальной плоскости. Вырождаться в прямую линию эта кривая может
только тогда, когда траектория движения точки P относительно S′ вырождается в одну
точку, то есть, в силу (28), когда и угол u, и угол ψ — константы. Для этого в началь-
ный момент времени должно быть ψ′0 = u′0 = u′′0 = 0. Исходя из (26) и (27), запишем, как
выглядит дифференциальное уравнение Лагранжа для u при этом предположении:
d
dt
[(1 + cos2 u)u′] + 12(ϕ
′ − ψ′ cos u)ψ′ sinu + 14ψ
′2 sinu cos u = − g
A
cos u,
в том числе и в момент начала движения, так что у нас u0 =
π
2
. Иначе говоря, кривая сколь-
жения на плоскости представляет собой прямую только в том случае, когда в начале
движения движущееся тело перпендикулярно горизонтальной плоскости и не обладает
вертикальной скоростью вращения.
В заключение отметим, что производную u′ можно представить как функцию одной
только переменной u, поэтому, рассуждая так же, как и в предыдущем параграфе, мы
получим, что вертикальный подъем центра тяжести над горизонтальной плоскостью
периодически колеблется между двумя постоянными значениями.
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